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Shear Force Microscope 연구1
 

 

김 종 배, 권 남 익2 

 

요 약 : Scanning Probe Microscope의 일종인 Shear Force Microscope을 제작하여 고분해능의 

영상을 얻었다. 하나의 수정 튜닝포크를 사용하여 탐침을 흔들어 주고 동시에 그 진동의 세기를 

측정함으로써 탐침 모듈의 구조를 단순화 하였다. 스테이지는 마이크로 전동스테이지를 

사용하였으며, ITO glass, 실리콘 웨이퍼등의 영상을 얻었다.   

 

서 론 

 

원자는 크기가 너무 작아서 기조의 현미경으로는 관찰할 수 없다는 통념이 

Scanning Probe Micrscope(SPM)의 등장으로 바뀌게 되었다.  SPM은 빛의 

파장보다 훨씬작은 크기의 뾰족한 끝을 가진 탐침(probe)를 주사(scan)하면서 

평면시료의 미세 영상을 얻는 현미경이며, 탐침과 시료표면과의 상호 작용하는 

원리에 따라 여러 가지로 나누어진다.  원자끼리의 상호작용을 이용한 

AFM(Atomic Force Microscope), 터널 효과를 이용한 STM(Scanning 

Tunnelling Microscope), 탐침을 자화시켜 시료표면의 자기적 성질을 조사하는 

SMM(Scanning Magnetic Microscope), 탐침과 시료의 전기용량을 이용한 

SCM(Scanning Conductivity Microscope) 등이 있다.  Shear Force 

Microscope(ShFM)은 AFM의 일종이며 원자간의 상호작용에 의한 비틀림력을 

이용한 현미경이다. 

이 SPM들의 배율은 수 천만배까지 가능하며 수평분해 0.1 nm, 수직분해 

0.01 nm의 고 분해능을 갖는다.  그래서 개개의 원자의 수직정보, fluid 

상태에서의 관찰, sample의 전처리 없이 관찰 등이 가능해서 Nano 기술의 
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보편적 장비가 되어가고 있다. 

 

실 험 

 

수정으로 만든 튜닝포크는 소리굽쇠처럼 특정 주파수에 공진하기 때문에 

시계나 리모콘 등에 많이 사용되고 있다.  이 튜닝포크의 측면에 탐침을 붙이면 

공진 주파수가 약간 커진다.  공진하고 있는 탐침의 끝이 시료 표면 근처에 

나노미터 영역까지 접근하게 되면 탐침의 끝과 시료사이에 반데르발스 인력이 

작용한다.  이 인력의 방향과 탐침의 진공방향이 서로 수직이기 때문에 shear 

force라 부르며, 이 shear force 때문에 튜닝포크의 진동은 줄어들고 공진 

주파수는 약간 커지게 된다.  탐침이 시료에 더 가까워지면 진동은 더 작아진다.  

그래서 ShFM을 작동시키기 위해서는 우선 튜닝포크에 부착된 탐침을 

공진주파수보다 약간 큰 진동수로 흔들어 주면서 시료에 접근시켜 진동의 

크기가 약간 줄어들도록 한다.  줄어든 진동이 유지되도록 서보회로를 달아주어 

탐침의 수직 위치를 항상 표면과 일정한 수 나노미터의 간격을 유지하게 해 

놓고 탐침을 평면상에서 주사(scan)한다.  주사하는 동안 탐침의 구직위치를 

기록하면 시료의 영상을 얻을 수 있다. 

 

결 과 

 

모든 영상은 스텝방식의 마이크로 전동 스테이지를 사용하여 얻은 것이다.  

그림 1은 ITO glass의 영상이다. 전체 크기는 200×200 ㎛2 이며, 한 장의 

영상을 얻는데 90분의 시간이 소요됐다. 
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그림 1. ITO glass의 영상. 전체 크기는 200×200 ㎛2 

 

 

그림 2는 실리콘 웨이퍼의 영상이다. 전체 영상의 크기는 40×80 ㎛2 이고 

가공된 바닥부분의 폭은 약 3 ㎛, 깊이는 2 ㎛로 측정 되었다. 

 

그림 2. 실리콘 웨이퍼의 영상. 전체 영상의 크기는 40×80 ㎛2 

 

 

그림 3과 4는 실리콘 웨이퍼를 찍은 영상이다.  영상의 크기는 80×60 ㎛2 

이다. 그림 3의 경우에는 실리콘 웨이퍼를 레이저로 가공한 후에 남아있는 

찌꺼기 들을 볼 수 있고, 그림 4에서는 깨끗하게 인그레이빙된 것을 볼 수 있다. 
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그림 3. 실리콘 웨이퍼 영상.  영상의 크기는 80×60 ㎛2 이다. 

 

그림 4. 실리콘 웨이퍼 영상.  영상의 크기는 80×60 ㎛2 이다. 
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Hall Effect Measurement system의 구성 및 특성 연구1 

 

우 양 수, 이 보 화2 

 

요 약 : 도체나 반도체에 전류를 흘려주면서 자기장을 가하면 내부에 전압차가 생겨 이로부터 hall 

effect를 관찰할 수 있다. 실제로 이러한 특성을 관찰하기 위한 hall effect 측정 장비를 설계하고 

제작함으로써 좀더 구체적인 물질의 특성과 현상을 알아보고자 하였다. 

 

1. 서론 

 

1)Hall effect란 무엇인가? 

자기장 내에서 전하가 움직이면 로렌쯔의 법칙을 따르는 힘(Lorentz 

Force)이 전하에 작용하여 전하가 이동방향에 수직으로 힘을 받게 된다. 이 

원리에 의해 전류가 흐르는 도체에 자기장이 가해지면 도체 내부를 흐르는 

전하가 진행방향에 수직으로 힘을 받아 도체의 한 쪽으로 치우쳐 흐르게 되며 

이렇게 전하가 한 쪽으로 치우침으로 인해 전하가 몰려있는 곳과 그렇지 않은 

곳 사이에 전위차가 발생하는 현상을 Hall Effect라고 한다. 이때 이들 전하에 

의해 내부 전기장이 생겨나 더 이상의 전하가 쌓이지 못하게 방해한다. 시간이 

지나면 전기장에 의한 전기력과 자기력이 평형을 이루게 되는데 이로부터 

생겨난 전위차를 홀 전압이라 한다. 

 

2) Hall effect의 이용 

홀 전압을 이용하여 자기장의 세기와 방향을 측정할 수 있으며 반도체의 주 

carrier의 종류를 판별하는 검출기로 이용할 수 있다. 전류센서에도 홀 효과를 

이용한 홀 센서가 쓰이고 있다. 
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본 논문에서는 Hall Effect Measurement system을 제작하고 Hall Effect에 

대한 이론을 적용하고자 하였다. 

2. Hall Effect 이론  

 

그림 1에서 두께 d의 반도체나 금속의 박편에 전압이 걸려 있어 전류가 

흐르고 있고 자기장이 수직으로 지나가고 있을 때 시료내부에 전하가 

몰림으로서 형성된 y방향으로의 전기장 Ey가 전하에 작용하는 힘은 

yy qEF            (1) 

가 되고 z 방향으로의 자기장 B가 시료내부를 x 축 방향으로 속도 v 로 

움직이는 전하에 작용하는 Lorentz Force는 

qvBFy            (2) 

가 된다. (1)과 (2)의 두 힘이 평형을 이루므로 

qvBqEy            (3) 

이다. 한편 시표의 두께를 d, 폭을 b 그리고 길이를 c라고 하면 전류 I 는 

nqvdbI            (4) 

이다. 전압계에 걸리는 전압 V=Eyb 이므로 측정된 I, B, V로부터 n을 구할 수 

있다. 또한 V=vdb 이므로 이를 (4)에 대입, v를  소거하여 n을 구하면 다음과 

같다. 

qdV

IB
n            (5) 

여기서 n은 양의 값이어야 하므로, 이로부터 q의 부호를 결정할 수 있으며, V는 

시료의 윗면을 기준으로 하여 아래 면에 걸리는 전압이다. 식 (5)로부터 홀계수 

nqIB

dV
RH

1
           (6) 

을 얻을 수 있으며, RН는 전하운반자의 종류 판별에 이용된다. 한편 홀소자의 
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전압강하 Vx를 측정하여 비저항(ρ)를 계산한다. 

C

X

I

dbV
           (7) 

비저항의 역수가 전하운반자의 전기전도도(σ)이므로 전하운반자의 이동도(μ) 

 HR           (8) 

를 구할 수 있다. 

 

3. Measurement system의 구성 

 

그림 2에서 Hall Effect Measurement system의 전체적인 연결상태를 

확인할 수 있다. system에서 7 inch의 electromagnet을 사용하며 power 

supply로 model 647을 사용하였다. 상온에서 측정시에 Sample card는 model 

75013 sample card sample module을 사용한다.   

Hall effect switch card로 model 7065을 사용하며 2-pole로 이루어진 10 

columns 4 row 이다. 이때 sample resistance가 100 k  이상일 때 high 

resistant mode가 사용된다. 

Voltage는 최대 7V 로 model 2000 digital multimeter로 측정하였다. 

그리고 current source는 최대 100 mA , 최소 500fA로 model 220을 

사용하였다. 

Resistance range는 최대 200 G , 최소 1600 m  혹은 40 m 로 model 

485 autoranging digital picoammater를 사용하였다. 

Gaussmeter는 model 450을 사용하여 hall mobility 측정시 최대 carrier 

density가 8e16
3cm  나 4e18

3cm 까지 측정된다.  

그림 3는 보통 상온에서 실험시 사용되는 sample probe의 외형의 단면과 

이때 electromagnet 사이에 위치하는 sample card의 contact 모양을 보여주고 

있다. 
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그림 4는 저온에서 측정시 사용하게 되는 cryostat을 분리한 inner tube와 

radiation shield, vaccum dewar의 외형이며 Radiation shield내에는 exchange 

gas (He)로 채워져 있고 바깥은 진공(10Psi)으로 이루어진 2중구조를 가지고 

있다. Inner tube내에는 sample probe에 thermal switch와 50W의 heater가 

장착되어 있다. 그림 5는 sample probe의 단면과 외형이다. Probe의 coaxial 

cables의 연결 부위에 측정 sample을 contact하여 측정한다. 

 

4. 결과 및 고찰 

 

자기적인 성질을 지니고 있는 물질에 대해 전류를 흘려 주면서 자기장을 

가해주면 물질의 고유성질에 따라 각기 다른 특징을 나타낸다. 물질의 특성을 

조사하기 위해 실제 측정 장비를 제작함으로써 그로부터 얻어지는 결과가 

물질의 특성을 어떻게 결정하는지 알아보았다. 측정될 수 있는 Carier의 농도에 

따른 HR 는 반도체의 n-type, p-type을 결정하는 중요한 값이다. 또한 

산업분야에서 hall effect를 이용한 자기헤드, 자기센서등에서 제작된 측정 

장비로부터 물질의 비저항이나 mobility등 자기적 특성을 측정하여 필요한 값을 

얻을 수 있다.
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         (b)sample probe 

             (a)설계도면 

                              <그림 5> 
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Neodymium이 implant된 undoped 와 Mg-doped GaN의 

에너지 전달 과정 연구 1 

 

송 종 호, 이 석 주2 

 

요 약 : 본 연구는 Neodymium의 광 특성을 분석하기 위한 실험이다. undoped GaN:Nd의 sample

를 이용, 열처리 과정(900℃, 90min)을 거친 후 HeCd laser 325 nm, 442 nm line으로 

photoluminescence(PL) data를 얻었고, 이를 통해 Nd 에너지 준위에서 나오는 각각의 파장의 

peak들을 보았다. PL에서 볼 수 있었던 각 peak들의 여기 에너지와 에너지 전달과정을 알아보기 위

해 photoluminescence excitation(PLE) 실험을 수행하였고, 그 결과 4가지의 다른 absorption 

band를 확인할 수 있었다. Dose와 power 그리고 temperature dependence의 결과와 위의 실험 결

과의 분석을 통해 undoped GaN:Nd의 에너지 전달과정을 알아 볼 수 있었다. 마지막으로 Mg이 

doping된 GaN:Nd의 PL실험을 통하여 undoped GaN:Nd의 에너지 전달과정과 다른 현상을 관찰 할 

수 있었다. 

 

서 론 

 

희토류 원소(rere-earth:RE)들을 이용한 광소자 개발을 목적으로 적절한 성

장 방법과 각 원소들의 성질에 대한 연구가 진행되면서, rare-earth 원소들은 

각기 특징적인 energy level들을 갖고 있고,  Room temperature 에서도 RE의 

emission이 강하게 관측된다는 발견을 통해, 온도에 영향을 받지 않은 좁은 선

폭의 sharp한 단일 파장의 빛을 계속 내보낼 수 있다는 사실을 알게 되었다. [1]     

rare-earth들의 성질과 GaN에 rare-earth를 doping한 여러 물질들에 대한 

연구가 진행 되면서, 많은 성과물들도 나오게 됐다. 예를 들어 RE 원소 중 가장 

활발한 연구가 진행되었던 erbium(Er)의 연구로, 1540 nm의 빛을 낼 수 있는 

energy level을 형성한다는 사실을 발견하였고, 광통신의 신호를 증폭시키기 위
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한 Erbium Doped Fiber Amplifier(EDFA) 형태로 Er은 광통신의 필수적인 요

소가 되었다. [2] Thin film electroluminescent (TFEL) flat panel display 

(FPD’s)는 휘도가 높고 빛의 색순도가 우수할 뿐만 아니라 안정된 발광을 하

는 소자를 필요로 한다. [3] GaN에 Er[4], Eu[5], Tm[6]-doped시 각각 green, red, 

blue 색의 파장이 나타나는 것을 표현해 놓은 것으로, 위 세가지 원소의 광학적 

성질을 이용 다색 TFEL의 소자 사용을 위한 연구도 진행되고 있다. 

위의 사실 등을 토대로 본 실험실에서는 이번 논문을 위하여 implantation 

damage를 개선하기 위해 annealing 과정을 마친 Nd-implanted GaN와 Mg-

doped GaN:Nd sample을 준비했다. 이렇게 준비한 sample의 빛을 낼 수 있는 

여러 파장의 위치 파악과 저온에서 상온까지의 emission의 변화를 관찰하여 기

본적인 특성을 이해하고, PLE를 통해  Nd-implanted GaN의 발광 mechanism

을 그려보고자 한다. 또한 Mg이 doping된 Nd-implanted GaN의 실험을 통해 

Mg이 GaN:Nd에미치는 영향이 Mg이 doping된 GaN:Er에서 나타나는 현상과  

같음을 알아보고. 이를 통한 mechanism을 이해해 보고자 한다. 

 

시료제작 및 실험 

 

본 연구에서 사용된 GaN epilayer는 undoped GaN(n-type)와 Mg-doped 

GaN(p-type)의 두 종류로 ㈜에피플러스에서 Metal Organic Chemical Vapor 

Deposition(MOCVD)  장비를 이용하여 2 inch 크기의 0.2° tilted (1000) 

Al2O3(Sapphire) substrate 위에 성장되었다. Neodymium(Nd) implantation은 

California주 Santa Clara에 있는 Core system에서 수행되었다. GaN 

epilayer들을 5 mm x 3 mm의 면적을 가지도록 자른 후 kapton tape을 

이용하여 4 inch Si wafer에 부착하였다. u-GaN와 GaN:Mg에 대하여 각각 

1x1014과 3x1014 cm-2 ions/cm-2 의 dose로 190 keV의 Nd ion을 

implantation 하였고, Implantation이 끝난 sample들을 implant 되던 당시의 

physical damage를 개선하기 위하여 N2 gas를 흘려주며 900℃에서 90분 동안 
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동일한 condition에서 열처리 하여 시료를 준비하였다. 

시료의 광학적 특성 분석은photoluminescence(PL)과 photoluminescence 

excitation(PLE)의 실험 방법을 사용하였다. PL의 광학 특성 분석에 이용한 여

기 광원으로는 HeCd laser의 325 nm와 442 nm line을 사용하였고, PLE의 광

학적 특성 분석에 사용된 여기 광원으로는 1000 W Xe-lamp를 사용하여, 

GEMINI 180 double spectrometer를 이용하여 여기 광원을 분산시켜서 사용하

였다. 열처리 후 sample의 온도를 저온으로 낮추기 위하여 He closed cycle 

refrigerator(CCR)을 사용해 12 K까지 냉각시켰고, Temperature dependence 

실험에서는 temperature controller (Lakeshore, Model 330-11)를 통하여 

12K에서 300K까지의 시료의 온도를 바꿀 수 있었다. 

 

결과 및 고찰 

 

그림 1은 PL data를 비교한 것이다. 그림 1(a)는 HeCd laser 325 nm로 

excitation 시켰고(above gap pumped), 그림 1(b)는 HeCd laser 442 nm로 

excitation 시켜(below gap pumped) 얻은 PL data이다. 그림에서 보여지는 것 

과 같이 두 PL data 에서 903.4 nm와 909.3 nm의 같은 파장대의 peak을 볼 

수 있었다. 그 외 peak들은 HeCd laser 442 nm(921.4, 932.0, 940.0, 950.0, 

961.4 nm), HeCd laser 325 nm(915.9, 933.4, 943.1 nm)와 같이 각각 다른 

위치의 독립적인 peak들은 가지고 있다는 것을 확인할 수 있었다. 이렇게 Nd의 

peak의 위치가 달라지는 것은 host material인 GaN에 Nd이 주입될 때 서로 

다른 Nd의 주의 환경이 존재함을 의미한다. 이 환경들은 GaN일 수도, 

implantation damage일 수도, GaN 내의 impurity atom일 수도 있다. 이러한 

다른 환경에 존재하는 Nd ion들은 서로 다른 크기의 crystal field splitting을 

가지게 되고, 이에 따라 서로 다른 optical transition을 보이게 된다. 다른 

환경에 의해 emission의 위치가 달라지며 또한 각 emission에 관련된 빛의 

흡수 밴드도 달라지게 될 것이다. 이러한 흡수 밴드들과 energy transfer 
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process를 보기 위하여 PLE를 관측하였다. 

그림 2은 그림1에서 확인한 PL peak들의 PLE 실험을 한 후 얻은 data로 크

게 다음과 같은 4가지 형태의 excitation energy 값을 갖는 것을 확인할 수 있

었다. 그림 2(a), 2(b), 2(c), 2(d)는 각각  860.0 nm, 903.4 nm, 915.9 nm, 

931.3 nm를 detecting monochromator에 고정시킨 후 Gemini - 180를 구동하

여 얻은 PLE data이다. 그림에서 볼 수 있듯이 2(a), 2(b), 2(d)에서 각각 2.82 

eV, 2.76 eV, 3.10 eV의 below-gap absorption band를 확인할 수 있고, 9(c)

에서는 상대적으로 강한 3.43 eV의 above-gap absorption band를 확인할 수 

있었다. 

표 1은 각 excitation band로 여기 되는 PL peak들을 정리해 놓은 것이다. 

HeCd laser 325 nm 와 442 nm로 excitation해서 관측된 peak들 중 공통적으

로 나왔던 903.4 nm와 909.9 nm(450-pl)의 peak의 excitation energy는 

2.76 eV(trap 450)이고, HeCd laser 325 nm로 여기되 나온 나머지 peak들

915.9  nm, 933.4 nm, 943.1 nm(A-pl)의 excitation band는GaN band 

edge(trap-A), HeCd laser 442 nm로 여기되 나온 나머지 peak들 921.4 nm, 

932.0 nm, 940.0 nm, 950.0 nm, 961.4 nm(400-pl)의 excitation energy는 

3.10 eV(trap 400) 인 것 을 확인할 수 있다. 그리고 broad background peak

인 860.0 nm, 882.8 nm(BB-pl)의 excitation energy가 2.82 eV(trap 440) 인 

것도 확인할 수 있었다. 

이어 수행했던 Temperature dependence를 통해 trap 400에서 전달된 에너

지를 받아 나오는 400-pl peak들 중 921.4 nm 와 932.0 nm peak의 에너지 

차이 15.4 meV와 비슷한 값의 activation energy 값 15 meV 값을 확인 할 수 

있었다. 그리고 Power dependence를 통해서는 power density가 낮을 때 상대

적으로 커지는 903.4 nm의 peak과 관련된 Nd ion이나 trap이 상대적으로 다른 

환경의 Nd 보다 숫자가 적음을 의미한다는 사실을 알 수 있었고, dose 

dependence 실험을 통해서 dose가 클수록 903.4 nm peak 대비 921.4 nm 

peak이 약 두배 정도 커진다는 사실도 알 수 있었다. 
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그림 3(a)은 Mg-doped GaN:Nd을 12 K에서 HeCd laser 442 nm로 

excitation 시켜 측정한 PL data이고, 그림 3(b)는 undoped GaN:Nd의 PL data

로 HeCd laser 325 nm excitation 시켜 얻은 것이다 . 3(a)와 (b)를 비교해 보

면 그림 3(b)에서 나왔던 (903.4, 909.3, 921.4, 932.0, 940.0, 950.0, 961.4 

nm)와 같은 posotion의 peak을 그림 3(a)에서 확인할 수 있다.  그림 3(c)는 

그림 3(a)에서 다른 peak의 intensity에 비해 작아 잘 보이지 않은 903.4 nm와 

909.3 nm의 peak을 확대한 그림으로, 그림 3(b)의 같은 위치에 있는 peak의 

intensity와 비슷한 크기를 가지는 걸 확인 할 수 있다. 그러나 그 외 나머지 

peak들은 모두 커졌으며, Mg-doped GaN:Nd 안의 921.4 nm와 932.0nm peak

이  udoped GaN:Nd 안의 peak보다 약 20 ~ 25배 정도 큰 intensity를 보인다

는 사실을 확인할 수 있었다. 이 사실은, Mg-doped GaN:Nd에서 400-pl을 보

여주는 Nd의 숫자가 많아졌거나, 이들의 trap 400의 숫자가 많아진(혹은 

absorption cross section이 커진) 것 두 가지 중의 하나로(혹은 둘 다) 설명이 

가능하다. 또한 Mg-doped GaN:Nd의 가장 중요하게 보이는 특징이 above-

gap excitation에서 보이는데 다음 그림 4에 나와있다.    

그림 4는 Mg-doped GaN:Nd 4(a)와 undoped GaN:Nd 4(b)을 HeCd laser 

325 nm로 excitation시켜 얻은 각각의 PL data와 Mg-doped GaN:Nd을 HeCd 

laser 442 nm로 excitation시켜 얻은 PL data 4(c)를 비교해 놓은 그림이다. 

Mg-doped GaN:Nd을 above-gap excitation 시켜 측정한 PL data 4(a)는 같

은 여기 조건의 undoped GaN:Nd의 data 4(b)와는 다른 400-pl peak들이 

dominant한 spectrum을 보여주고 있다. 실제 PL intensity는 Mg-doped인 경

우가 undoped인 경우보다 약 7배 더 크게 관측되었지만, spectrum 4(a)에서 

A-pl의 peak인 915.9 nm의 peak을 분리하여 spectrum 4(b)의 같은 peak에

서의 크기와 비교해 보면, A-pl의 peak들은 거의 크기가 비슷함을 알 수 있었다. 

이 결과를 정리하면, Mg-doped GaN:Nd 의 경우 undoped에서 보다 400 nm 

excitation에서의 PL efficiency가 커질 뿐만 아니라 above-gap excitation에서

도 400-pl의 특징을 보이는 Nd ion들로 에너지 전달이 이루어짐을 알 수 있다. 
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결론 

 

Undoped GaN:Nd를 HeCd laser 442 nm와 325 nm line로 excitation 시켜 

얻은 PL spectrum으로 Nd의 energy level 4F3/2→ 4I9/2 (900 nm∼965 nm)에

서의 각각의 peak을 관찰하였고 PLE 실험을 통해 이 peak들의 각 absorption 

band를 확인하였다. Mg-doped GaN:Nd의 PL 실험을 통해서 undoped GaN:Nd

에서 보다 400 nm excitation으로 볼 수 있는 peak들의 efficiency가 더 커짐을 

확인할 수 있었고, above-gap excitation시 400-pl의 특징을 보이는 Nd ion들

로 에너지 전달이 이루어짐을 알 수 있었다. 
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그림 1. Comparison of PL spectra of u-GaN:Nd excited by HeCd laser  
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그림 2. Four different PLE spectra of u-GaN:Nd excited by Xe-lamp 

 

표 1. Four different excitation energy detected at different wavelength 

Name / 

Detected at different wavelengths 

Name / 

Excitation energy(wavelength) 

A-pl / 

915.9 nm, 933.4 nm, 943.1 nm 

trap-A / 

3.43 eV (325 nm) 

400-pl / 

921.4 nm, 932.0 nm, 940.0 nm, 

950.0 nm, 961.4 nm 

trap 400 / 

3.10 eV (400 nm) 

BB-pl / 

860.0 nm, 882.8 nm 

trap 440 / 

2.82 eV (440 nm) 

450-pl / 

903.4 nm, 909.3 nm 

trap 450 / 

2.76 eV (450 nm) 
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그림 3. PL spectra comparison of Mg-doped(a) and undoped GaN:Nd(b) 
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그림 4. PL spectra comparison of Mg-doped and undoped GaN:Nd 
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Corrosion and Passivation of Cobalt in Aqueous 

Borate Buffer Solution1 

 

천 정 균2,  김 연 규2 

 

요 약 : Co-RDE를 이용하여 중성 및 약한 염기성용액에서 Co의 부식과 부동화 과정의 반응구조를 

제안하였으며 염화이온이 부동화 막을 파괴하는 효과가 큼을 확인하였다. EIS data로부터 등가회로를 

제안하였으며 산화반응의 영역별로 전기화학적 변수들을 측정하였다. 산화에 의한 생성물은 부식, 

부동화의 시작, 중간, 마지막 등의 영역에서 각각 Co2+, Co(OH)2, CoO, Co2O3 인 것으로 

제안하였다. 

 

1. 서 론 

 

코발트(Co)의 부식과 부동화에 관한 전기화학적 연구는 1900년대 초에 

Byers[1], Grube 와 Feucht[2]에 의하여 처음으로 보고된 이래, 현재까지 많은 

연구자들의 지속적인 관심의 대상이었으며 주로 산성 수용액[3~5]과 염기성 

수용액[5~9]에서 일어나는 부식 반응구조(mechanism)와 부동화(passivation) 

현상으로 생성되는 피막의 성질에 관한 연구가 이루어 졌다. 아울러서 

염화이온(Cl-) 등의 할로겐화 이온의 첨가에 따라 일어나는 파고드는 

부식현상(pitting corrosion)에 관한 연구도 진행되었다.[10~12]   그러나 다른 

철족-금속(ferrous metals)인 철(Fe)과 니켈(Ni)보다는 연구의 관심도가 

부족하였으며, 이는 Co와 Co-관련 물질의 상업적 응용도가 Fe 와 Ni에 비하여 

낮았기 때문이다.[6] 

오래 전 코발트의 부식과 부동화의 반응구조는 순환전위-전류법(cyclic 

voltametry)과 정류상태 분극곡선(steady state polarization curve) 측정법으로 

                                            
1 본 연구는 2005년도 한국외국어대학교 학술조성연구비로 이루어졌습니다. 
2 한국외국어대학교 자연과학대학 생명화학과 교수 
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제안된 바 있으나[7] 최근에 우주항공 기술 개발의 일환으로 Co의 초 

합금(Super alloy)이 개발되어[13,14] Co의 부식과 부동화에 관한 연구가 

활발해 지면서 Foelske는 X-선 광전자분광법(x-ray photoelectron 

spectroscopy)에 의하여 Co의 부동화 피막이 일차적으로 낮은 전위에서 

Co(II)-oxide가 생성되고, 더 높은 전위에서는 Co(III)-oxide가 생성된다고 

제안한 바 있다.[9] 

본 연구에서는 코발트의 회전원판전극(rotating disk electrode)을 작업 

전극으로 사용하고 변전위 분극법(potentiodynamic polarization method, 

Pd.)과 전기화학적 임피던스 측정법(electrochemical impedance spectroscopy, 

EIS)을 적용하여 borate 완충용액에서 일어나는 코발트의 부식과 부동화 현상을 

연구하였다. 

 

2. 실 험 

 

RDE-system(rde-1)과 전극은 모두 BAS(bioanalytical system)사 

제품으로 구성된 전기화학 쎌(cell)을 사용하였으며, 작업 전극은 직경이 3.0 

mm인 Co-RDE, 기준전극은 포화Ag/AgCl, 보조전극은 Pt-wire으로 

구성되었다. 따라서 본 논문에 표시한 전위는 포화 Ag/AgCl 기준 전극에 대한 

값이다. 모든 전기화학 실험은 Ar 대기 아래에서 수행하였으며, Gamry사의 

PC로 조정하는 Potentiostat hardware와 software를 사용하여 수행하였다. 

시약은 시중에서 구입한 분석 급(AR grade) 붕산, 붕산염, 소금을 사용하여, 

이온세기가 0.10 M 이고 pH가 8.86 인 borate buffer 수용액을 모 액으로 

사용하였다. Co-RDE 전극은 No. 1000의 사포(emery paper)에 이어서 0.1 um 

alumina 곤죽으로 덮인 emery cloth로 연마한 후 증류수로 씻은 다음에 

실험하였다. 
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3. 결과 및 고찰 

 

3.1 부식과 부동화에 미치는 회전속도의 영향 

0.10 M borate 완충용액에서 측정한 Co-RDE의 Potentiodynamic curve는 

Fig. 1과 같다. 각 전압-전류 곡선은 약 -0.10 ~ 0.45 V 사이에서 폭이 넓은 

산화피크를 보이며, 양의 전위로 이동함에 따라 점차적으로 전류가 감소하여 

부식 활성화 상태에서 부동화 상태로 전이됨(active to passive transition)을 

보인다. 부동화 막이 깨지는 전위(Eb)는 약 0.93 V로 측정되었다. Fig. 1에서 볼 

수 있는 첫 번째 산화피크의 전류와 100 mV, 400 mV에서의 산화전류가 전극의 

회전속도의 제곱근에 따라 변하는 모양을 Fig. 2에 나타내었다. Fig. 2가 Levich 

식[15] 과 일치하지 않는 것으로 보아 Co의 부식은  확산 지배(diffusion 

control) 보다는 속도 지배(kinetic control) 반응이 주축을 이루는 것으로 

보인다. 특히 원점을 지나지 못하고 절편이 각각 64, 39, 및 32 uA/cm2 인 

것으로 보아 이는 금속이 산화되면서 다공성 피막이 생성되어 표면적이 

넓어지는 효과가 발생하여 속도지배반응의 영향을 받는 것으로 보인다. 양의 

전위로 갈수록 절편의 전류가 감소하는 것은 산화피막의 구조가 

조밀하여(compact) 다공성이 줄어드는 것일 것이다. 이와 유사한 현상은 다른 

용액[12,16]과 다른 금속[17]의 경우에도 보고된 바 있다. 

 

3.2 부식과 부동화에 미치는 염화이온(Cl-)의 영향 

pH 8.86의 borate buffer용액에 NaCl을 첨가하여, 부동화 피막(passive 

film)이 깨지는 현상(breakdown)을 조사하였다. Co-RDE의 회전속도를 1000 

rpm으로 고정하고, NaCl을 0.001 M부터 0.05 M까지 첨가한 borate 용액에서 

측정한 대표적인 전류-전압 곡선은 Fig. 3과 같다. Fig. 3의 각 곡선에서 부동화 

영역을 벗어나며 급격히 증가하는 전류는 Co의 산화피막이 깨지면서 흐르는 

산화전류이다. 따라서 이 전류곡선의 접선(tangent line)이 x-축과 만나는 

점(zero point)의 전위를 피막이 깨지기 시작하는 전위(breaking potential, 
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Eb)로 간주하였으며 첨가한 NaCl의 농도에 대한 Eb는 Fig. 4와 같다. 

Fig. 3에서 보는 바와 같이 -0.3 V 부근의 산화피크는 NaCl의 농도가 

증가하여도 변화가 없다. 이는 borate 수용액에서는 Co의 양극용해(anodic 

dissolution)가 NaCl(0.001-0.05 M 범위) 농도의 영향을 받지 않음을 

의미한다. D. Gallant 와 S. Simard는 NaHCO3 수용액에서 본 연구와 같은  

현상을 보고하였으며[12], Refaey는 NaOH 수용액에서 Co의 양극용해에 미치는 

NaCl의 영향을 보고하였다[18]. 뿐만 아니라 -0.3 V 부근의 산화피크의 전위가 

첨가한 NaCl의 농도에 따라 변하지 않는 것으로 보아, borate 수용액에서 

산화피막이 생성되는 것을 NaCl이 막지는 못 하는 것으로 보인다. 그러나 

생성된 산화피막이 파괴되는 반응은 NaCl의 농도가 증가함에 따라 크게 

촉진되었다. 그 결과 Fig. 4에서 보는 바와 같이 log[NaCl]에 비례하여 Eb가 

감소하였다 (Eb = A - B*log[NaCl];  A=0.67 V, B=0.54 V/decade). 본 

연구의 결과와 같은 관계식이 성립하지만 계수 B 값이 다른 경우가 - 즉, 

NaHCO3 용액에 Co의 경우[12]와 borate 용액에 Ni의 경우[19] - 보고되었다. 

 

3.3 Tafel relation 과 Open circuit potential          

Fig. 5는 전극을 회전시키지 않은 조건(회전속도(w)=0 rpm)에서, 

전극전위를 (-1.0 V에서 1.0 V까지) 5 mV/s 의 속도로 주사하여 측정한 

전류밀도로부터 얻은 Tafel plot(E vs. log(I))이다. 환원반응이 일어나는 

영역(reduction region, -1.0 V~-0.7 V), 산화용해 영역(active anodic 

dissolution region, -0.6 V~-0.4 V), 그리고 부동화를 넘는 영역(trans 

passive region, 약 0.9 V 이상)으로 구분하여 각 영역에서 linear fitting을 

적용하였다. 세 영역에서 상관계수는 R>0.99이었으며, 각각의 Tafel 기울기는 

Fig. 5에 나타낸 것과 같이 -0.144 V(RED.), 0.134 V(DISS.), 0.116 

V(TRANS-P.)이었다. 이론적 Tafel 기울기 b는(25oC에서 b=2.303RT/βnF), 

수용액에서 1-전자전이 반응 그리고 반응의 전이계수(transfer coefficient, α) 

또는 대칭인자(symmetry factor, β)를 1/2로 가정할 때, 0.120 V 이다. 따라서 
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각 영역의 측정치는 n=1, β=1/2을 가정하면 오차범위 안에서 이론 값 

b=0.120V와 일치한다. 이는 과도 정전류 측정법(Galvanostatic transient 

measurement)으로 측정하여 보고한[7] Tafel 기울기 0.140 V와 일치하고 있다. 

Fig. 5.에서 환원영역과 산화용해 영역의 linear fitting 선이 만나는 점의 

전위로부터 부식전위(corrosion potential, Ecorr=-0.653 V)와 

부식전류(corrosion current, Icorr= 3.08*10-6 A/cm2)를 측정하였다. 

전류가 흐르지 않는 상태에서 전위를 측정(potentiometry)하여, 

열린회로전위(open circuit potential, OCP)라 하며, 이는 이론적으로 부식전위와 

같은 값이다. 이는 전위가 평형에 도달하는 시간의 설정에 따라 오차가 발생할 

수 있으나 여러 용액에 대하여, 일정한 시간 동안 방치한 후에 측정한 값들의 

경향은 같을 것이다. pH가 다른 borate 용액에 대하여 15초 후에 측정한 값으로 

OCP의 pH 의존도를 측정하였다. 본 논문에 나타내지는 않았지만 상관계수는, 

R=0.997 이었으며, pH 의존도는, dEOCP/dpH= -0.053 V이었다. 

 

3.4 Electrochemical impedance spectroscopy(EIS)-potential의 영향 

Co 전극의 산화반응을 전극용해(anodic dissolution) 영역(E=-0.32 V), 

부동화 피막 형성의 초기단계(E=0.0 V), 중간단계(E=0.4 V), 피막이 깨지기 

직전 단계(E=0.7 V)와 같이 네 단계로 구분하였다. 매번 -1.0 V에서 15초 

동안 환원반응을 시켜 전극의 표면을 조절한 후(pre-conditioning), 해당하는 

전위에서(Fig. 6. 참조) 일정전위 임피던스 측정법(potentiostatic impedance 

measurements)을 적용하였다. 각 전위에서 측정한 Nyquist plots은 Fig. 7과 

같다. Fig. 7의 Nyquist plots이 반원(semicircle)모양으로 나타나지 않는 것으로 

보아, 전극표면의 전기이중층(electric double layer)에 의한 

축전용량(capacitance), Cdl를 순수한 capacitance보다는 CPE(constant phase 

element)로 대치하여 Fig. 8과 같은 등가회로를 가정하였다. 

CPE의 임피던스는 ZCPE = Z0(jω)-α 로 주어지며, admittance(Y)로 

표현하면 1/ZCPE  = Y = Y0(jω)α 이다. 여기서 Z0나 Y0는 비선형최소자승 
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법으로 결정할 수 있으며, CPE 급수(power), α는 Bode plot{log[Zmod] vs. 

log(ω)}의 기울기, dlog[Zmod]/dlog(ω)로부터 구한다.   α=1일 때는 이상적인 

Capacitance (C=Y0)이며, α = 0.5이면 확산에 의존하는 Warburg impedance, 

Zw, α=0 이면 순수한 저항, R=Y0, 그리고 α가 -1 일 때는 inductance, 

L=1/Y0이다. Bode plot을 본 논문에 표시하지는 않았지만, CPE 급수(α)는 

0.8이상 이었다 (Table 1 참조). Gamry 사의 EIS-300 program을 이용하여 

Fig. 7의 데이터를 CPE 모델(Fig. 8.)에 적용하여 분석하였으며, 그 결과를 

Table 1 에 요약하였다.  

Rs는 전해질 용액의 저항이므로 전극들의 기하학적 배열에 따라 약간씩 다를 

수 있을 것이다. 그러나 Rct 와 Y0는 작업 전극의 표면에만 의존하는 성질이므로, 

표면에서 일어나는 전극반응의 유형과 산화피막의 성질에 따라 결정되는 값이다.  

산화 전위의 값이 증가할수록 Rct의 값이 증가하였다. -0.32 V에서는 Co 

표면에서 Co가 Co2+로 녹아 나오는 산화 반응이 일어나지만, 0.0 V 이상에서는 

산화피막이 생성되므로 Rct가 증가할 것이다. 전위의 증가에 따라 산화피막의 

두께가 증가하고(7) 조밀한 구조로 변하기 때문에 저항은 더욱 증가할 것이다. 

이는 Fig. 2의 결과와 일치한다.  

 

Table 1. Electrochemical parameters obtained by the equivalent circuit 

simulation.  

parameters -0.32 V 0.0 V 0.0 V(*) 0.4 V 0.7 V 

RCT (kohm*cm2) 4.33 14.3 18.2 44.4 12,600 

Rs(ohm*cm2) 16.7 22.9 19.5 16.3 17.8 

Y0 (uS*sα/cm2) 52.6 130 60 77.4 634 

α 0.813 0.891 0.850 0.799 0.827 

χ2 0.016 0.018 0.026 0.013 0.019 

(*)After preconditioning the electrode has been oxidized at 0.0 V during 

60s. 
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CPE 급수가 0.8보다 크므로 CPE 성분(Y0)를 축전용량(C)으로 생각하면, 

-0.32 V의 경우에만 (반원형 고리가 측정되었으므로) 전하이동(charge 

transfer)이 반응속도를 지배하고 0.0 V 이상의 경우에는 확산이 영향을 미치고 

있는 것으로 보인다. 또한 0.0 V의 경우 60초 동안 반응이 진행된 후에는 

저항은 약간 증가한 반면에 CPE 성분이 크게 줄어 들었다. 이는 이미 보고한 

바와 같이 Co(OH)2 가 CoO로 변하기 때문일 것이다[7]. 

   이렇게 동일한 산화상태에서 일어나는 물질의 형질변환(transformation)이 

전기장의 도움으로 일어난다면,[24] 0.4 V에서는 더 쉽게 CoO가 될 것이다. Fig. 

6의 분극곡선에 의하면 0.7 V에서는 산화상태가 증가한 물질일 것 이므로 

Co2O3가 생성된 것으로 볼 수 있다. 따라서 0.7 V에서 RCT 와 Y0가 크게 

증가한 것으로 보인다. 

     

3.5 Electrochemical impedance spectroscopy(EIS)-rotation speed의 영향 

Fig. 5와 6에서 볼 수 있듯이 일차적인 산화피막이 충분히 형성되는 전위 

(0.0 V)와 부식전위(Ecorr, 또는 Eocp, free potential이라고도 함)에서, 전극의 

회전 속도에 따른 EIS를 측정하여 Fig. 9와 Fig. 10에 나타내었다. 아울러서 Fig. 

8의 등가회로를 적용한 전기화학적 인자는 각각 Table 2와 3에 요약하였다. 

Table 2와 3 모두 용액의 저항, Rs는 전극의 회전속도와는 무관하게 오차범위 

내에서 일정한 값이었다. 즉, 용액의 저항은 용액자체의 성질이므로 확산의 

두께와는 상관이 없음을 의미한다. 

산화피막(Co(OH)2, 혹은 CoO로 추정)이 형성되는 전위(0.0 V)에서 RCT 와 

Y0는 RDE의 회전속도의 증가에 따라 (부식전위에서 측정된 값에 비하여) 큰 

변화가 관찰되지 않았다. RCT의 변화는 단순한 확산에만 의존하는 0 rpm의 

경우(14.3 kohm*cm2)보다 대류확산(convective diffusion)이 일어나는 

1000~3000 rpm에서는 약 반(8.3 kohm*cm2, 7% 편차)으로 줄었다. 그러나 

CPE 성분은 회전속도에 무관하게 130 uS*sα/cm2 (1% 편차)로 측정되었다. 

일반적으로 CPE 급수, α가 0.8 보다 크면 축전용량으로 볼 수 있는데 Cdl이 
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130 uF/cm2 인 것으로 보아 산화 막의 다공성으로 표면적이 커지는 

효과가(roughness factor, RF>1) 발생하기 때문으로 보인다. 

 

Table 2. Electrochemical parameters at 0.0 V against rotation speed. 

parameters 0 rpm 1000 rpm 2000 rpm 3000 rpm 

RCT (kohm*cm2) 14.3 8.69 8.82 7.38 

Rs(ohm*cm2) 22.9 23.1 22.5 23.0 

Y0 (uS*sα/cm2) 130 131 128 129 

α 0.891 0.900 0.892 0.887 

χ2 0.018 0.01 0.017 0.017 

 

Co가 Co2+로 녹아 나오는 전위(부식전위 = 열린 회로전위 = 자유전위) 에서 

측정된 축전용량의 고리(loop)는 한 개 이면서 회전속도의 증가에 따라 

고리크기(loop size)가 감소하였다(Fig. 10 참고). 이는 확산보다는 전하이동이 

속도를 결정하는 반응 구조이며 회전속도가 증가함에 따라 오히려 낮은 

주파수에서 약한 인덕턴스 고리(inductance loop)가 나타나고 있다. 이는 금속의 

용해반응에서 생성되는 중간물질이 금속 표면에 흡착되는 과정이 

반응구조(mechanism)에 참여하고 있음을 의미한다.[20~23]  

 

Table 3. Electrochemical parameters at free potential against rotation 

speed. 

parameters 0 rpm 1000 rpm 2000 rpm 3000 rpm 

RCT (kohm*cm2) 6.47 1.76 0.78 0.42 

Rs(ohm*cm2) 22.8 22.2 22.2 22.0 

Y0 (uS*sα/cm2) 51 59.2 83.1 101 

α 0.853 0.869 0.848 0.847 

χ2 0.001 0.02 0.02 0.02 
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CPE 급수가 0.8보다 크므로 CPE 성분을 전기 이중 층의 축전용량, Cdl 로 

간주하면, 회전속도에 따라 Cdl이 증가하고 있다. Cdl은 이중 층의 거리(d)에 

반비례하고, 확산 층의 두께(d)는 회전속도의 제곱근에 반비례하므로, 축전 

용량은 회전속도의 제곱근에 비례하여 증가할 것이다. Table 3에서 보는 바와 

같이 회전속도가 1000 rpm에서 2000 rpm, 3000 rpm으로 증가함에 따라 Y0의 

값이 59.2 uS*sα/cm2, 83.1 uS*sα/cm2, 101 uS*sα/cm2로 회전속도의 제곱근에 

비례하여 증가한다. 이는 Y0가 축전용량에 상응함을 나타내고 있으며 실지로 

α가 1일 경우 uS*sα/cm2는 uF/cm2가 되어 Y0는 곧 축전용량이 된다. 

 

3.6 Reaction mechanism-Anodic dissolution 

Fig. 6이 보여주는 바와 같이 Co가 녹아 나오는 영역에서 (약 -0.5 V. 부근) 

Tafel 기울기가 0.134 V. 인 것으로 미루어 속도결정단계는 1-전자 이동 

반응일 것이다.(3.3 참조) Fig. 9가 보여주는 EIS 결과는(3.5 참조) 흡착과정과 

탈착과정이 반응속도에 영향을 줄 것으로 보인다. 용액은 중성 또는 약한 염기성 

이므로 H+ 이온 보다 OH- 이온과 H2O 분자가 전극반응에 포함될 것으로 

기대된다. 따라서 Co 전극 표면에서 일어나는 반응들은 반응식(1)과 같이 

흡착된 중간물질 (Co(OH)ads)를 거쳐 부식(반응 2a와 2b) 또는 부동화 (반응 

3a와 3b)과정이 일어날 것이므로 다음과 같은 반응구조를 가정하였다. 

 

Co  +  H2O →  Co(OH)ads  +  H+  +  e-    ------------ (1) 

 

Co(OH)ads   →  Co+   +   OH-     ---------(corr.)---- (2a) 

 

2Co+  →    Co2+  +  Co         ----------- (corr.)----(2b) 

 

Co(OH)ads + H2O  →  Co(OH) 2  + H+ +  e-   --- (1st pass.)--(3a) 

 



천 정 균, 김 연 규 

Co(OH)2  →  CoO  +  H2O       -----(E-field ass’ed)----(3b) 

 

Co(OH)2 + H2O → Co(OH)3 + H+ + e-  ----(2nd pass.)----- (4a) 

 

2Co(OH)3  → Co2O3 + 3H2O      -----(E-field ass’ed)---- (4b) 

 

반응식(1)에 의하여 중간물질, Co(OH)ads 가 생성된 후, 부식과정 반응(2a)와 

부동화 과정 반응(3a)가 서로 경쟁적으로 일어난다. 반응 (3a)는 (2a)보다 

전극전위에 대한 의존성이 크므로 첫 번째 산화피크보다 음의 

전위영역에서는(부식이 잘 일어나는 영역) 반응(2a)가, 양의 전위에서는(부동화 

영역) 반응(3a)가 지배적으로 일어날 것이다. 부식이 잘 일어나는 활성화 

영역(active zone)에서의 반응속도는 반응식 (1), (2a), (2b)에 의하여 결정될 

것이며, 낮은 전류밀도-즉, 흡착물질의 coverage가 낮은-영역에서는 반응식 

(1)이 속도결정단계일 것이다. 따라서 측정되는 전류밀도(Idiss)는 (5) 식이 된다. 

전극전위가 양의 방향으로 이동하여 부동화 현상이 일어나는 영역에서는 

반응식 (1)의 속도가 빨라져서 흡착물질의 coverage가 1에 접근할 것이다. 

따라서 부동화 영역에서는 반응식 (1)이 빠른 평형을 유지하고 반응식(3a)가 

속도결정단계가 되어 측정되는 전류밀도(Ifilm)는 (6) 식과 같이 된다.   

 

    Idiss = Fk1exp{α1FE/RT} -------------------------(5) 

 

    Ifilm = F(k1k3a/k’1){1/(H+)}exp{(1+α3)(FE/RT)} -----------(6) 

 

    EF  = {RT/F(1+ α3 -α1)}ln(H+) +  Const. --------------(7) 

 

여기서 α1과 α3는 반응(1)과 (3a)의 전이계수(또는 대칭인자); k1, k’1, k3a는 

반응 (1)의 정방향, 역방향, (3a)의 속도상수; R은 기체상수; F는 Faraday 상수; 
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T는 절대온도; E는 전극전위이다. 앞에서 언급한 것처럼 (3.3 참조) α1과 α3를 

각각 1/2이라 하면, (5)식에 의한 Tafel 기울기는 2.303RT/α1F 이므로, 

상온에서 0.12 V 이다. 실험치 0.134 V 는 오차범위 안에서 계산 값에 

접근한다. 

산화피크는 용해되는 (반응 2a의) 속도와 피막이 생성되는 (반응 3a의) 

속도가 같을 때 이며, 이 경우의 전위를 Flade 전위(E=EF)라고 한다. 따라서 

E= EF 일 때 (5)식=(6)식 이므로 (7)식이 유도되며, dEF/dpH=-0.060 V이다.  

EOCP의 pH 의존도는 EF 의 pH 의존도와 같을 것으로 예상되므로 dEOCP/dpH 

=-0.060 V일 것이다. 앞에서 언급한 측정치 -0.054 V 역시 오차범위 내에서 

일치한다. 

 

3.7 Reaction mechanism-Cathodic reaction and corrosion potential 

Fig. 5 (Tafel plot)에서 약 -0.6 V 부근의 산화 및 환원반응의 Tafel 선이 

만나는 점의 전위는 부식전위, 전류는 부식전류이다. 앞 절에서 논의한 산화에 

의한 Co의 용해반응구조도 중요하지만, Co 전극에서 수소가 발생하는 

환원반응의 구조도 중요하다. 이미 보고된[25,26] 철족 금속에서 수소가 

발생하는 반응구조와 본 연구에서 측정한 Tafel slope (0.144 V)로부터 (8)식과 

(9) 식처럼 slow discharge-fast electrochemical desorption 반응구조를 

제안할 수 있다. 

 

H+  +  e-   →  Hads    ---------(slow)---------- (8) 

 

Hads  +  e-  +  H+   →   H2    ----(fast)-----------(9) 

 

Icath  = Fk8(H+)exp{-αcFE/RT}   -----------------(10) 

 

Ecorr = {RT/F(α1 + αc)}ln(H+)  +  const.  ------------ (11) 

 



천 정 균, 김 연 규 

 반응식 (8)이 속도결정단계이므로 측정되는 전류밀도(Icath)은 (10) 식과 

같다. (10)식의 양변에 대수를 취하여 정리하면 Tafel slope는 -2.303RT/αc 

이므로 상온에서 αc를 1/2로 가정하면 -0.12 V 이다. 본 연구에서 측정한 

-0.144 V 는 보고된 자료(25,26)와 오차범위 안에 있다고 볼 수도 있고, 또한 

0.5로 가정한 αc가 0.42인 것으로 볼 수도 있다. 부식전위(E=Ecorr)에서는 

(5)식 Idiss 과 (10)식 Icath 이 같은 경우이다. 따라서 (11)식이 얻어지고 이 

식으로부터 부식전위의 pH 의존성은 dEcorr/dpH = -0.060 V이다. 이는 실험값 

-0.054 V 와 잘 일치한다. 
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Fig. 1. Potentiodynamic curves for the cobalt-RDE in 0.10 M 

borate buffer at pH=8.86. dE/dt=5mV/s. 

0 10 20 30 40 50 60 70

0

50

100

150

200

250

at E
(400mV)

at E
(100mV)

at E
(peak)

Cu
rr

en
t D

en
si

ty
, u

A/
cm

2

Rotation Speed, (rpm)
1/2

 
Fig. 2.  Effect of rotation speed on the anodic current density 

at different potentials. 
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Fig. 3. Linear polarization curves for the Co-RDE in 0.10 M  

borate buffer pH=8.86) + 0.001~0.05 M NaCl solution.  

w=1000rpm, dE/dt=5mV/s. 
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Fig. 4. Effect of the concentration of NaCl on the passive film breakdown. 
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Fig. 5.  Polarization curves (Tafel plot) for the Co-RDE in a solution of 

0.10 M borate buffer (pH=8.86) when w=0 rpm and E/dt=5mV/s. 
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Fig. 6. Potentiodynamic polarization curves for (E=-0.32V) active 

dissolution of cobalt, (E=0.0V) beginning of, (E=0.4V) 

middle of, and (E=).7V) final zone of passive film in pH=8,86 borate buffer 

at 5mV/s. 
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Fig. 7. Nyquist plots for the cobalt in a 0.10 M borate buffer solution 

(pH=8.86). 

  

Fig. 8. Equivalent circuit used for impedance data analysis for the data 

shown in Fig. 7. [Rs, electrolytic resistance; Rct, charge transfer 

resistance; Y0, CPE] 
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Fig. 9. Nyquist plots for the Co-RDE at 0.0 V.  
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Fig. 10. Nyquist plots for the Co-RDE at the free potential.  
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Anodic Dissolution of Electrodeposited Nickel in Phthalate 

and Phosphate Buffer Solutions1 

 

천 정 균2, 김 연 규2 

 

요 약 : 금(Au) 전극 위에 전해 석출한 Ni을 전극으로 Ni의 부식과정을 조사하였다. Phthalate 

buffer에서 pH가 변하여도 부식전위는 변하지 않았으나, 부식전류는 pH가 증가함에 따라 

감소하다가 다시 일정한 경향을 보였다. Tafel slope 120 mV를 포함한 정량적인 전기화학적 인자를 

측정하여 1-전자이동의 산화반응을 속도결정단계로 하는 반응구조를 제안하였다. Phosphate buffer 

에서도 같은 방법을 적용하여 반응구조를 제안하였다. Phthalate buffer와 달리 phosphate buffer 

에서는 부식전위의 pH 의존도가 약 -60 mV 이었다.  

 

1. 서 론 

 

철(Iron)이나 연 강철(mild steel)에 니켈(Nickel, Ni), 크롬(Chrome, Cr) 및 

아연(Zinc, Zn)을 도금한 재료는 부식을 방지하는 효과가 있어 공업적으로 

광범위하게 사용되고 있다[1]. 특히 연 강철에 다른 철족(iron-group) 금속보다 

화학적으로 안정한 니켈을 도금한 재료는 자동차 공업에 사용되는 부품을 

제작하거나 공구 류를 제작할 때 자주 사용되기 때문에 산성 및 염기성 

수용액에서 니켈의 부식에 관한 연구가 활발하게 진행되고 있다[2-3]. 최근에는 

더 좋은 방식효과를 얻기 위한 부식 억제 제에 관한 연구에 중점을 두고 

있다[4-6]. 전해석출의 조건에 따라 석출된 Ni의 grain size가 다르기 때문에 

부식전위의 차이가 있으나[7], micrometer 크기의 기기부품 등에 응용성 때문에 

전기분해에 의하여 석출한 미세구조의 Ni에 대한 부식도 연구되었다[8]. 

본 연구에서는 금(Au)에 니켈을 도금한 전극을 이용하여 여러 가지 완충 

                                            
1 본 연구는 2005년도 한국외국어대학교 학술조성연구비로 이루어졌습니다. 
2 한국외국어대학교 자연과학대학 생명화학과 교수 
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용액에서 일어나는 부식반응을 조사하였다. 

 

2. 실 험 

 

전극은 모두 BAS(bioanalytical system)사 제품으로 구성된 전기화학 

쎌(cell)을 사용하였으며, 작업 전극은 직경이 2.0 mm인 원판 형 

금(Au-DISK)전극에 니켈을 복염 전해 셀 (double salt bath: NiSO4 + NH4Cl 

+ H3BO3)에서 60 mA/cm2의 전류밀도로 환원 전기분해에 의하여 

석출하였다.[9] 니켈 도금의 기질로 금을 사용한 이유는 부식실험 중에 니켈이 

벗겨지더라도 육안으로 쉽게 구별할 수 있기 때문이다. 기준전극은 포화Ag/AgCl, 

보조전극은 Pt-wire로 구성되었다. 따라서 본 논문에 표시한 전위는 포화 

Ag/AgCl 기준 전극에 대한 값이다. 모든 전기화학 실험은 Ar 대기 아래에서 

수행하였으며, 개인용 컴퓨터로 조정하는 EG&G PAR model 273 

Potentiostat/Galvanostat을 이용하여 (software는 동일 회사의 M352) 

수행하였다. 본 실험에 사용한 시약은 시중에서 구입한 분석 급(AR grade) 

시약들이고 이온세기는 0.10 M을 원칙으로 하였다. 니켈의 도금 전과 후에 No. 

1000의 사포(emery paper)에 이어서 0.1 um alumina 곤죽으로 덮인 emery 

cloth로 연마한 후 증류수로 씻은 다음에 실험하였다. 

 

3. 결과 및 고찰 

 

3.1 Tafel relation and Corrosion potential in Phthalate Buffer Solutions.  

pH 2.11~7.06의 phthalate 완충용액에서, 전극전위를 약 -0.8 V 에서 -0.2 

V 까지 주사하면서 (주사속도: 5 mV/sec.) 측정한 전류밀도로부터 Tafel plot을 

그렸다. 대표적인 Tafel plot을 Fig. 1에 나타내었다. 환원반응이 일어나는 

영역과 산화용해 반응이 일어나는 영역에서 각각 linear fitting을 적용하였으며, 
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두 영역의 Tafel 선이 만나는 점의 전위로부터 부식전위(Ecorr), 전류로부터 

부식전류(Icorr) 등의 전기화학적 인자를 구하여 table 1에 요약하였다. Table 1 

에 요약한 값들은 원칙적으로 PAR EG&G의 M352 corrosion software를 

사용하여 구하였다. Phosphate 완충용액에서 부식전위의 pH 의존도는 약 -60 

mV/pH 이었으나(3.2절 참조), Fig. 1에서 보는 바와 같이 phthalate 

완충용액에서는 부식전위가 pH에 거의 의존하지 않는 것으로 보인다. Phthalate 

완충용액에서 부식전위나 부식전류의 정량적인 pH 의존도는 Fig. 2와 3에 

나타내었다. 

Fig. 2에서 실험값(dE/dpH=-5 mV)은 실온에서 이론값, 

2.303RT/nF=(60/n) mV와 비교할 때 pH 의존도가 없는 것으로 보인다. 

부식전류의 pH 의존도는 pH 4.0을 기점으로 하여, pH가 4.0이하일 때는 

d(logI)/dpH=-1.0 이며, 4.0이상일 때는 pH 의존도가 거의 없는 것으로 볼 수 

있다. pH 의존도 연계성을 확인하기 위하여 phthalate 용액에 존재하는 화학 

종의 분율 (fraction of H2PT, HPT-, and PT2-)을 Fig. 4에 나타내었다 
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Fig. 1. Typical Tafel plots for the Ni-disc electrode in phthalate buffer 

solutions with the scan rate of 5 mV/sec. 
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Table 1. Electrochemical parameters obtained from  the Tafel plots in 

phthalate  buffer solutions. (*): anodic Tafel slope, (**); cathodic Tafel 

slope. 

pH -Ecorr, V βa, V (*) βc, V(**) Icorr,uA/cm2 Rct, kΩcm2 

2.11 0.484 0.114 0.093 270 0.083 

2.89 0.504 0.116 0.076 53 0.297 

4.02 0.502 0.130 0.060 3.2 0.671 

5.03 0.531 0.120 0.064 2.9 4.14 

6.02 0.537 0.130 0.091 6.9 2.81 

7.06 0.498 0.119 0.120 5.4 4.0 
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Fig. 2 Corrosion potential, Ecorr, as a function of pH in phthalate solutions.  
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Fig. 3. Effect of pH on the corrosion current in phthalate buffer solutions. 
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Fig. 4.  Effect of pH on various phthalate species. 
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Fig. 4의 pH에 따른 각 phthalate 화학 종의 몰 분율(mole fraction)은 

평형상수[10]로부터 열역학적으로 계산한 것이다. pH<4.0 일 때는 H2PT 와 

HPT-가 주 화학 종으로 존재하는 완충 용액 계이나, pH>4.0 일 때는 HPT- 와 

PT2- 의 비율이 pH를 결정하는 완충 용액이다. Fig. 3에서 HPT-의 분율이 

증가하는 영역(pH가 4.0 이하인 산성 용액)에서는 d(logI)/dpH=-1.0 으로  

반비례 관계를 보이지만, HPT-의 분율이 최대값을 보이는 (pH 4.0~5.0) 

영역에서는 pH 의존도를 보이지 않다가 다시 pH가 증가하면 약하게 증가하는 

것으로 보인다. Idiss=Icath 일 때의 전위가 부식전위 이므로, Fig. 2에서 

부식전위가 pH에 무관한 것으로 보아 산화전류와 환원전류의 pH 의존도는 같을 

것이며 이는 반응구조를 결정할 때 편리한 도구가 된다. 

부식 전위 부근에서 (약 ±10 mV) 전류는 전위에 비례하므로, linear 

polarization 실험법으로 분극 저항을(polarization resistance, Rp 혹은 charge 

transfer resistance, Rct) 측정하여 table 1에 기록하였으며 pH 의존도는 Fig. 5 

와 같았다.  
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Fig. 5. Effect of pH on polarization resistance in phthalate buffer solutions. 
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전류와 저항은 반비례 관계에 있으므로, Fig. 5에서 pH가 5.0까지 증가하는 

동안 저항의 대수 값이 비례하여 증가하는 것은 부식 전류의 pH 의존도와 

일치하는 것으로 보인다.  

 

3,2 Tafel relation and Corrosion potential in Phosphate Buffer Solutions. 

pH 1.77~10.0의 phosphate 완충용액에서, 전극전위를 약 -0.8 V 에서 

-0.2 V 까지 주사하면서 (주사속도: 5 mV/sec.) 측정한 전류밀도로부터 Tafel 

plot을 그렸다. 대표적인 Tafel plot을 Fig. 6에 나타내었다. 환원 반응이 

일어나는 영역과 산화 용해 반응이 일어나는 영역에서 각각 linear fitting을 

적용하였으며, 두 영역의 Tafel 선이 만나는 점의 전위로부터 부식전위(Ecorr), 

전류로부터 부식전류(Icorr) 등의 전기화학적 값 들를 PAR EG&G의 M352 

corrosion software를 사용하여 구해 Table 2에 요약하였다. Phthalate 완충 

용액에서 부식전위는 pH에 무관하였으나 (Fig. 1. 참조) Fig. 6에서 보는 바와 

같이 phosphate 완충용액에서는 pH 의존도는 약 -60 mV 이었다. 부식전위나 

부식전류의 정량적인 pH의존도를 Fig. 7과 8에 나타내었다. 
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Fig. 6. Typical Tafel plots for the Ni-disk electrode in phosphate buffer 

solutions with the scan rate of 5 mV/sec. 
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Table 2. Electrochemical parameters obtained from  the Tafel plots in 

phosphate buffer solutions. 

pH -Ecorr, V βa, V βc, V Icorr,uA/cm2 Rct, kΩcm2 

1.84 0.406 0.110 0.068 233 0.034 

2.18 0.470 0.143 0.090 116 0.160 

2.99 0.505 0.131 0.076 41 0.370 

4.02 0.545 0.123 0.130 15 1.70 

5.31 0.643 0.095 0.105 5.7 1.55 

6.20 0.685 0.232 0.102 29.7 0.649 

6.87 0.716 0.131 0.082 34.5 0.215 

7.73 0.760 0.207 0.088 45 0.376 

8.00 0.675 0.140 0.081 95 0.195 

 

Fig. 7에서 보는 바와 같이 pH 1.77~8.0의 범위에서 안에서 얻은 

측정치(-59 mV)는 실온에서 이론 값, 2.303RT/nαF= 60/nα mV와 비교할 

때 잘 일치한다. 그러나 부식전류의 pH 의존도는 pH가 5.3 이하일 경우 

d(logI)/dpH=-0.5로 부식전위의 경우와 유사한 경향을 보이고 있다.  
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Fig. 7. Corrosion potential, Ecorr, as a function of pH in phosphate solutions. 



Anodic Dissolution of Electrodeposited Nickel in Phthalate and Phosphate Buffer Solutions 

1 2 3 4 5 6 7 8

10
0

10
1

10
2

10
3

I co
rr

, u
A

/c
m

2

pH

 

Fig. 8. Effect of pH on the corrosion current in phosphate buffer solutions. 

 
따라서 phthalate buffer의 경우와 같이 pH의 변화에 대한 phosphate 화학 

종의 몰 분율을 (fraction of H3PO4, H2PO4
-, HPO4

2-, and PO4
3-) Fig. 9에 

나타내었다 
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Fig. 9. Effect of pH on various phosphate species. 
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Fig. 9는 pH에 따른 각 phosphate 화학 종의 몰 분율(mole fraction)을 

평형상수(10)로부터 열역학적으로 계산한 것이다. pH가 5.0 이하에서는 H3PO4 와 

H2PO4
-가 주 화학 종으로 존재하는 완충용액이며 pH 6.0~9.0 에서는 H2PO4

- 

와 HPO4
2-가 주로 존재하는 완충용액이다. 그리고 pH>10.0 인 영역에서는 

PO4
3-의 영향이 점점 증가한다. pH 8.0 이하의 영역에서 부식전위가 pH에 따라 

변하는 경향이 유사하지만 부식 전류의 경향은 pH 5.0을 기점으로 바뀌는 

것으로 보아 H2PO4
- 가 물 분자와 경쟁적으로 흡착하기 때문일 것이다. 

Phosphate buffer 의 경우에도 linear polarization 실험법으로 분극 저항을 

측정하여 table 2에 기록하였으며 pH 의존도는 Fig. 10에 나타냈다. 전류와 

저항이 반비례함을 고려하면, 부식전류의 pH 의존도 (Fig. 8.) 와 분극 저항의 

pH 의존도의 (Fig. 10.) 경향이 서로 반대인 것으로 보아 H2PO4
-가 전극반응에 

관여함을 알 수 있다. 
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 Fig. 10. Effect of pH on polarization resistance in phosphate buffer 

solutions. 
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3.3 Reaction mechanism-Anodic dissolution in phthalate solutions. 

Fig. 1에서 Ni이 녹아 나오는 영역의 Tafel slope는 table 1에 요약한 바와 

같이 114mV~130mV 이었다. 이론적 Tafel slope(2.303RT/αnF)는  전자 

전이계수 α를 1/2로 가정할 경우 상온에서 120 mV/n 이다. n=1, 즉 

속도결정단계가 (rate determining step, rds) 1-전자 이동 반응일 경우 

측정값은 오차범위 안에서 이론 값과 잘 일치한다. 

이 실험에서 사용한 용액의 pH에서 HPT- (hydrogen phthalate)가 반응에 

참여한다면, 물 분자와 경쟁적으로 전극에 흡착하는 과정을 생각할 수 있다. 

그러나 HPT-는 π-전자가 많은 유기산 이온이므로 물 분자보다 우선하여 Ni 

전극 표면에 흡착될 것이다. 따라서 Ni 전극 표면에서 일어나는 산화반응은 

반응식(1)과 같이 흡착된 중간물질 [Ni(TP)]-
ads 를 거쳐 반응식 (2)가 일어 

나는 반응구조를 가정하였다. 환원반응 역시 HPT-의 흡착이 유리할 것이므로 

반응식 (3)을 거쳐 반응 (4)가 일어날 것으로 가정하였다. 

 

 

용액의 평형 

H2PT = H+  +  HPT-        ----  Ka1=1.12*10-3    ------(i) 

 

HPT- = H+  +  PT2-        ----  Ka2=3.90*10-6   ------(ii) 

 

산화반응 

Ni  +  HPT-  →  [Ni(TP)]-
ads  +  H+  +  e-    --(rds)--- (1) 

 

[Ni(TP)]-
ads  +  H+ → Ni2+  +  HTP-  + e-      --(fast)--- (2) 

 

환원반응 

Ni  +  HPT-   +e- → NiHads  +  PT2-      --   (rds) ---- (3) 

 

2NiHads   →  2Ni  +  H2        ------------------- (4) 
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산화반응의 경우에 Tafel 기울기가 120 mV로 측정되었으므로 반응식 (1)이 

속도결정단계일 것이다. 환원반응의 경우에 측정값은 120 mV~60 mv 이었으나 

정류 상태(stationary)에서는 130 mV, 비 정류(non-stationary) 상태에서는 

67 mV로 측정된 보고가 있다[3]. 따라서 본 실험의 결과도 120 mV로 간주하면 

환원반응도 (3) 식과 같은 반응이 속도결정단계일 것이다. 그리고 phthalate 

완충용액은 반응식 (i), (ii) 와 같은 평형에 의존하므로 반응식 (1) 과 (3)에 

참여한 HPT- 의 농도를 [HPT-]=Ka1[H2PT]/[H+]으로 대치할 수 있다. 따라서 

산화반응(Idiss)과 환원반응의 전류밀도(Icath)는 각각 (5)와 (6)식으로 표현할 수 

있다. 

 

 

Idiss = 2Fk1Ka1[H2PT]{1/[H+]}exp{α1FE/RT}    ----------(5) 

 

Icath = 2Fk3Ka1[H2PT]{1/[H+]}exp{-βFE/RT}   ----------(6) 

 

 

여기서 α1과 β는 반응(1)과 (3)의 전이계수(또는 대칭인자); k1, k3는 반응 

(1)과 (3)의 속도상수; Ka1은 화학평형 (i)의 평형상수; R은 기체상수; F는 

Faraday 상수; T는 절대온도; E는 전극전위이다. 부식전위(E=Ecorr)에서는 

(5)식 Idiss 과 (6)식 Icath 은 같다. 따라서 exp{(α1+β)FEcorr/RT}=constant가 

성립하므로 부식전위의 pH 의존도는 dEcorr/dpH=0 이 되며, Fig. 2의 결과와 

일치한다. 아울러서 (5)와 (6)식은 모두 Icorr=(const.)(1/[H+])exp{FE/2RT} 

이므로 d(logI)/dpH=1.0이 되며, 이는 Fig. 3에서 pH가 4.0 이하일 때의 

결과와 일치한다. pH가 4.0 이상일 때는 화학 종 HPT-의 몰 분율이 최대값으로 

거의 일정한 값을 유지한다면, [HPT-]은 상수로 취급할 수 있다. 그렇다면 

(5)식과 (6)식은 [H+]에 무관한 식이 되며, Fig. 3과 Fig. 5에서 pH>4.0 일 

때처럼 부식전류와 분극 저항의 pH 의존도는 거의 없는 것으로 측정될 것이다. 
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3.4 Reaction mechanism-Anodic dissolution in phosphate solutions. 

Table 2의 양극 Tafel slope 중 몇 개는 오차범위를 벗어나 있다. 이는 

확산제한의 영향이 작용한 것으로 보이며, 이 경우 기울기에 큰 오차를 보일 수 

있다. 본 실험의 9개 데이터 중 6개는 오차범위 안에서 기울기가 120 mV이다. 

따라서 phosphate buffer에서 Ni이 녹아 나오는 부식과정 역시 1-전자이동 

반응이 속도결정 단계라고 생각할 수 있을 것이다. Fig. 7에서 pH 5.0의 전과 

후에 기울기의 차이가 조금 있는 것으로 보이나, 전 영역에서 linear fitting 

하여도 상관계수는 R=0.994이며 기울기는 -59 mV이었다. 따라서 phthalate 

buffer의 경우와 달리 H2PO4
-가 반응에 참여하지 않고 오직 pH의 영향만이 

나타난 것으로 보인다. 따라서 물 분자가 Ni-전극 표면에 흡착될 것이므로 

반응식 (7)과 같이 흡착된 중간물질을 거쳐 반응식 (8)이 빠르게 일어날 것으로 

가정하였다. 

환원반응에 의한 수소발생 Tafel 기울기의 측정값이 68~130 mV 사이에 

분포되었으나, 일반적으로 1-전자 환원반응이 제안되었다[3]. Tafel 기울기의 

이론 값이 120 mV인 (9)식을 속도결정단계로 가정하여 일반적인 반응구조인  

slow discharge-fast chemical reaction [느린 (9)식과 빠른 (10)식]을 

제안하였다. 

 

 

산화반응 

Ni   + H2O  → Ni(OH)ads + H+ + e-      -----(rds)------(7) 

 

Ni(OH)ads
  + H+ → Ni2+  +  H2O +  e-     - ---(fast)------(8) 

 

 

환원반응 

Ni  + H+ +  e- → NiHads            --------(rds)------ (9) 

 

2 NiHads  → 2Ni + H2             ----------(fast)----- (10) 
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산화반응(Idiss)과 환원반응의 전류밀도(Icath)는 각각 (11)와 (12)식으로 

표현할 수 있다. 

 

Idiss = 2Fkaexp{αaFE/RT}    --------------------(11) 

 

Icath = 2Fkc[H+]exp{-βcFE/RT}   -----------------(12) 

 

여기서 αa과 βc는 반응(7)과 (9)의 전이계수(또는 대칭인자); ka, kc는 반응 

(7)과 (9)의 속도상수; R은 기체상수; F는 Faraday 상수; T는 절대온도; E는 

전극전위이다. 부식전위(E=Ecorr)에서는 Idiss= Icath =Icorr이므로 (11)식과 

(12)식은 같다. 따라서 exp{(αa+βc)FEcorr/RT}=(const.)*[H+]가 성립하므로 

부식전위의 pH 의존도는 dEcorr/dpH=-60 mV가 되며, Fig. 7의 결과와 

일치한다. 아울러서 (11)와 (12)식의 각 변을 곱하면, 변수인 [H+]를 제외하고 

모두 상수가 되므로 (Icorr)
2=(C1)[H+]exp{(αa-βc)FE/RT}=(C2)[H+]이다. 

여기서 C1과 C2는 임의의 상수이다. 양변에 대수를 취하면 2log(Icorr)= 

log(C2)-pH 가 된다. 따라서 부식전류의 pH 의존도는 d{log(Icorr)}/dpH=-0.5 

이다. 이는 Fig. 8에서 pH가 5.0 이하일 때의 결과와 일치한다.  
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수면파 상호작용에 대한 Pseudospectral 분석을 위한 

전산프로그램 

 

최 인 준1 

 

요 약 ;  수면파를 지배하는 비선형 방정식의 정확한 해를 구하여보고 방정식의 적분에서 공간 

좌표는 pseudospectral 분석에 의해 시간 적분은 Runge-Kutta 법을 적용하여 파동 상호작용에 

대한 수치실험용 전산 프로그램을 작성하였다 

 

서 론 

 

수면에 나타나는 파동 현상은 여러 가지 원인에 기인 할 수 있다. 특히 

수면에 바람에 의하여 파가 생성되는 메커니즘은 여러 연구자의 관심을 끌어 

왔으나 아직은 만족스럽게 설명되고 있지는 않다. 파의 에너지는 바람으로부터 

물로 전달 되는 것으로 지금까지 알려진 에너지 전달 과정은 수면에 작용하는 

공기 중의 압력의 변화와 tangential stress 에 의한 것이다. 유체가 비록 점성을 

갖고 있더라도 압력의 변화에 의해 유도되는 운동은 비 회전성이지만 tangential 

stress 에 의해 유도되는 운동은 vorticity 를 갖고 있다[1].  

자연에서 수면에 바람에 의해 나타나는 운동은 비 회전성에 아주 가깝다. 

따라서 바람에 의하여 나타나는 파동은 tangential stress 에 의한 것이기보다는 

공기 중의 압력의 요동에 의한 것이고 이때 유도된 운동은 비 회전성으로 

간주하는 것이 더 자연현상에 가까운 가정이라고 생각할 수 있다. 자연의 

유체흐름인 바람은 항상 와류의 성격을 띠고 있고 따라서 압력의 요동은 항상 

존재하여 수면에 파동 현상을 야기 시킬 수 있다. 잔잔한 수면에 나타나는 

파동을 지배하는 방정식을 유도하는 과정을 간단히 기술하면 다음과 같다[2,3].  

                         
1 한국외국어대학교 자연과학대학 전자물리학과 교수 
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2 

정지된 유체면에 파가 진행하는 방향을 +x 축으로 잡고 이 유체면에 수직 윗 

쪽을 +y 축으로 잡는다. 그리고 수면의 변화를  

 

),( txy     

 

로 나타낸다. 여기서 t  는 시간을 의미한다. 유체를 비압축성, 비 점성이라고 가

정하고 유체의 운동은 비 회전성이라 가정하면 속도 퍼텐셜   를 도입 할 수 

있다. 유체면에서 파동 현상이 있을 때 경계조건은 운동학적 경계조건으로  

 

),( txy  에서  
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가 되고 동력학적 경계조건은 Bernoulli 방정식으로부터  

 

),( txy   에서 
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





g

t
    (2) 

 

가 됨을 알 수 있다. 여기서 g 는 중력 가속도이다.  

위 (1)과 (2) 식에서 를 소거하면 
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가 된다.  

 

정확한 해 

 
해중에서 우리의 관심의 대상이 되는 것은 진행파의 형태로 전파되는 해이다. 

이러한 해의 존재 여부를 알아보기 위하여 변수를 ctxT   형태로 치환하자. 

여기서 c 는 파의 전파 속도가 된다. 미분의 연쇄 법칙에 의해 
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가 되므로 (2)식과 (3)식은 각각 
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가 된다. 위 두 식에서   를 소거하고 편미분 기호를 미분기호로 바꾸면 
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가 된다. 여기서 c 는 파의 전파속도로 시간과 공간에 대해서는 상수이다. 

 

(7)식은 
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가 되고 따라서 적분하면 
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가 된다. 여기서 A는 적분 상수이다. 따라서 
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로 치환하면  
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가 되며 다시 한번 적분하면 
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2
)ln(      (12) 

 

를 얻는다. 여기서 B 는 적분 상수이다. 

 

전산 프로그램 및 논의 

 
수치실험을 위하여 pseudospectral method 사용한다[4,6]. v 를 미분 가능

하고 연속인 x 의 함수라고 하면 이 함수의 Fourier 변환을 
^

v라면 
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이고 역 Fourier 변환은 
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가 된다. 위 첨자 `^ 는 Fourier 변환을 의미한다. 만약 함수 v 는 주기 2 의 

주기함수로 x 축 상에 같은 간격 h 로 짝수 N 개의 점 jx 에 jv  값으로 정의 

되었다면 앞의 Fourier변환과 그 역 변환은 각각 DFT (discrete Fourier 

transform)  역 DFT 로 대치할 수 있고 DFT와 역 DFT는 
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가 된다. 따라서 )(xv 에 대한 band-limited interpolant )(xp 는 
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가 된다. 따라서 )(xv 의 n 번째 미분의 Fourier 변환은  
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nn vihv      (17) 

 

로 택할 수 있다. (3)식은  
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로 바꿀 수 있고 Fourier 변환을 하면 
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수치계산에서 시간 적분 간격을 크게 할 수 있는 적분 인자법을 사용하기 위하

여 (18)식의 양변에 )exp( tkgi 를 곱하고 
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로 치환하자. 그러면 
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가 되므로 (18) 식은  
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가 된다. (11)식에서 보면 
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여기서 는 Fourier변환을 의미하며 따라서 
1 는 역 Fourier변환을 의미한다. 

그러므로 

 

)(
^

1 


ki
x





    (24) 

 

가 되고  

 

2
^

1

^

2 )]([)( 


k
x





     (25) 

 

가 된다. (20)식을 대입하면 
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를 얻을 수 있고 (22)식에 대입하여 정리하면 
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를 쉽게 얻을 수 있다. 여기서  는 Fourier 변환 연산자로 수치실험에서는 

DFT로 대치된다. 시간에 대한 적분은 4차 Runge-Kutta 법을 적용한다[5]. 

(27)식은 
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의 형태로 표시할 수 있고 따라서  
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와 같은 1차 미분 방정식 형태로 표시할 수 있다.  

이 방정식은  
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에 의하여 저분이 되며 새로운 값은 ( ht  , kU
^

, lz  ) 가 된다. (27)식을 

고려해 보면 
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가 됨을 알 수 있다. 따라서 초기 0t 에서 )(x 와 )(xt 가 주어지면  
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(20)식에 의해 
^

0U  와 
^

0tU 를 구하면 ht   때의 값을 (30)식에 의하여  

구하면 kUU 
^

0

^

, lUU tot 
^^

 가 된다. 이 과정을 반복 하면 수치해를 구할 

수 있다. 

Matlab언어로 작성하여 그 해를 구하여 비교분석 할 수 있다. 

 

% grid를 만들고 초기 입력 자료 구성, N은 짝수가 되도록 적당히 선택: 

N=256; dt=.4/N^2; x= (2*pi/N)*(-N/2:N/2-1)’; 

% )(x , )(xt 는 초기 조건으로 주어지는 함수: 

u= )(x ;v= )(xt ; 

f=fft(u);g=fft(v);k=[0:N/2-1 0 –N/2+1:-1]’;kg= gk * ;ik=i*kg; 

%미분 방정식의 해 구하기: 

% tmax=최고 적분 시간 구간, 적절히 선택: 

tmax=0.1;nplit=floor((tmax/25)/dt);nmax=round(tmax/dt); 

udata=u; vdata=v; tdata=0; 

for n=1:nmax 

   t=n*dt;  

 E=exp(i*kg*dt/2);z=-i*kg*f+g; 

k1=dt*z; 

 l1=dt*(-2*ik*z+.5*fft(real(ifft(k*g))^2)); 

 k2=dt*(z+l1/2); 

l2=dt*(-2*ik*(z+l1/2) 

+.5*fft*(real(ifft(ik*k*E*(f+k1/2)+k*E*(z+l1/2))^2); 

k3=dt*(z+l2/2); 

l3=dt*(-2*ik*(z+l2/2) 

+.5*fft(real(ifft(ik*k*E*(f+k2/2)+k*E*(z+l2/2))^2); 
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k4=dt*(z+l3); 

l4=dt*(-2*ik*(z+l3)+.5*fft(real(ifft(ik*k*E^2*(f+k3) 

   +k*E^2*(f+l3))^2); 

k=(k1+2*k2+2*k3+k4)/6; 

l=(l1+2*l2+2*l3+l4)/6; 

f=f+k; 

z=z+l; 

if mod(n,nplt)==0 

%dt 시간 후의 u 와 vt  : 

u=real(ifft(f*E^2)); v=real(ifft(k*E^2*(ik*k*f+k*z))); 

     udata=[udata u]; vdata=[vdata v]; tdata=[tdata t]; 

end 

end 

 

수치해에 대한 결과는 흐름을 고려한 일반적인 경우를 다룬 후속논문에서 

논의하겠다. 비록 해석적인 정확한 해를 얻을 수 있으나 그 물리적인 의미를 

부여하기 위해서는 수치결과와 비교하여 더 연구되어야 할 것이다. 
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유체면의 파동방정식에 대한 고찰 
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요 약 : 유체면에 나타나는 파동을 지배하는 방정식을 새로운 관점에서 유도하여 기존의 결과와  

비교하였으며 특히 흐름이 존재하는 유체면에 나타나는 파동을 지배하는 방정식을 구하여 그 결과를  

검토하였다.  

 

서 론 

 

정지된 유체의 표면에 나타나는 표면파는 그 운동을 일으키는 원인에 의하여 

결정된다. 유체의 깊이가 아주 깊은 경우 2 차원 표면파를 지배하는 방정식은 

기본적인 유체역학에 관한 책에는 기본적으로 다루어지는 내용이다[1-4]. 

일반적으로 다루어지는 유체의 성질은 비압축성이고 비 점성이라 가정한다. 

그리고 파동을 지배하는 기본 방정식은 연속방정식과 시간에 관계되는 비회전성 

흐름에 대한 Bernoulli 방정식이 된다. 여기에 더하여 유체면에 존재하는 입자는 

유체면에 머물러야 한다는 운동학적 경계조건과 경계면에서 압력이 일정하다는 

동력학적 경계조건을 적용하고 파동과 관련된 물리량은 작다는 가정하에 

방정식을 선형화하면 다음과 같은 파동을 지배하는 식들을 얻을 수 있다. 여기서 

편의상 정지된 유체면에 나란히 x  축으로 잡고 유체면에 수직으로 y  축을 

잡는다. 
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이다. 여기서  는 속도 퍼텐셜이고,  는 파동에 의한 유체면의 변위를 

나타내며 g 는 중력 가속도이다.  

본 논문에서는 정지된 유체면에 나타나는 파동을 지배하는 선형화된 파동 

방정식을 다른 관점에서 유도하고 이어서 유체면 가까이 강한 기울기를 갖는 

흐름이 존재하는 유체면에 나타나는 파동을 지배하는 방정식을 구하고 이때 

고려할 수 있는 경계조건이 표면에 나타나는 파수를 제한함을 보일 것이다. 

그리고 이 흐름을 지수 함수형태로 표현하여 그 결과를 검토한다. 

 

기본 방정식 

 

서론에서 언급한 바와 같이 유체를 비압축성이고 비점성이라고 가정하고 

흐름은 비회전성이라고 하면 유체역학의 기본 방정식은 연속방정식과 Euler 

방정식이다.  

연속방정식은  
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이고 Euler 방정식은  
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가 된다. 여기서 u  와 v 는 각각 x 와 y  방향의 속도 성분이고 p 는 압력 

이며  는 유체의 밀도이다. 

이제 파동이 존재하는 경우 일반적으로 속도성분과 압력을 각각 

 

'uUu  , 
'vv  ,  

'pPp                          (4) 

 

로 놓을 수 있다. 여기서 U 와 P 는 파동현상이 없는 경우의 속도와 압력 

성분을 나타내며 
'u , 

'v 과 
'p 파동과 관련된 양이다. 다음에 나올 논의를 위해서 

파동현상이 없는 경우 단지 y 만의 함수로 주어지는 x 방향의 속도 성분 U 만 

존재하는 경우를 고려하였다. 

 

경계조건 

 

유체표면에 파동이 존재하는 경우 이면은 일반적으로 

 

),( txy           (5) 

 

로 표시할 수 있다. 0y 가 정지된 유체표면이므로  는 유체면의 변위를 

나타낸다. 그러면 유체 표면에 있던 입자는 계속 표면에 머물러야 한다는 

동력학적 조건은  ),( txy  에서 
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가 되고 유체면에 작용하는 압력이 일정하다는 조건은 ),( txy  에서 

 

0

' PpP       (7) 

 

로 표시된다. 여기서 0P 는 상수이다. 그리고 아주 깊은 곳에서는 파동과 관련된 

운동은 없으므로 y 일 때 

'u =
'v 0           (8) 

 

가 된다. 

 

파동방정식의 유도 

 

우선 정지된 유체에 나타나는 파동을 지배하는 방정식을 구하자. 파동이 

없는 정지된 유체의 경우  연속 방정식 (1) 은 자동으로 만족 되며 

Euler 방정식은  
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가 되여 파동이 없는 경우 압력은  
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가 됨을 알 수 있다. 여기서 0P 는 유체면에 작용하는 일정한 압력이다. (4)와 

(10)식을 고려하여 (1), (2), (3)식에서 파동과 관련된 속도 성분과 압력인 
'u , 

'v 과 
'p 가 만족하는 식을 구하면 
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가 된다. 파동과 관련된 흐름을  비 회전성이라 가정하면 
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             (12) 

 

로 정의 되는 속도 퍼텐셜  을 도입할 수 있다. 그러면 연속 방정식 (11)식의 

첫 번째식은 

 

0
2

2

2

2











yx


             (13)  

 

가 된다. 여기서 속도 퍼텐셜 는 (8)식에 의해 

 

y   일 때  0           (14) 
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의 조건을 만족해야 한다. (13)식의 속도 퍼텐셜  는 일반적인 푸리에 함수로 

전개할 수 있고 (14)식의 조건을 만족하는 함수 형태는  

 

  dkkyikxtkA )exp(),(       (15) 

 

가 됨을 쉽게 알 수 있다. 여기서 ),( tkA  임의의 함수 이다.  따라서 (12) 

식에서  

 

  dkkyikxtkkAiu )exp(),('
  ,   dkkyikxtkkAv )exp(),('

      (16) 

 

가 되므로 
'' ivu  가 되어  
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           (17) 

 

의 관계가 성립한다. 따라서 (11)식의 두 번째와 세 번째 식은 각각 
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가 된다. 즉 
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여기서 C 는 상수로 에 포함시켜도 되므로 0 으로 택하여도 된다.  

(6)식의 운동학적 경계조건은 (12)식을 이용하면 ),( txy  에서 

 

yxxt 
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가 되고 (7)식의 경계조건은 (10)식을 고려하면 ),( txy  에서  

 

gp      (20) 

 

를 얻을 수 있으며 C 0  로 놓은 (18)식에 대입하면 유체 표면에서 압력이 

일정하다는 동력학적 경계조건은  
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가 된다. 

일반적으로 파동과 관련된 양이 작다는 가정하에 선형화하면 (19)와 

(21)식으로 주어지는 경계조건은 0y  에서 

 

ty 






 
 , 0







g

t
   (22) 

 

가 되고 두 식에서   를 소거하면 
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가 된다. 여기서  는 (13)식을 만족한다. 이것은 서론에서 언급한 내용과 

일치한다. 

 

유체흐름이 있는 경우의 파동방정식 

 

파동이 존재하지 않는 경우에 x  방향의 속도 성분만이 y  만의 함수로만 

주어지는 경우를 고려하자. 즉 (4)식의 오른쪽 항에서 
'u =

'v =0 이며 
'p 0  

이고  )(yUU  로 주어진 경우(1)식의 연속 방정식은 자동적으로 만족되고 

Euler 방정식 (2)와 (3)식에서 앞의 결과와 같은 (10)식을 얻을 수 있다. 

따라서 파동이 존재하는 경우 파동과 관련된 양 
'u , 

'v 과 
'p 가 만족하는 식은  
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가 됨을 알 수 있다. 앞의 예와 같이 파동과 관련된 흐름은 비 회전성이라 

가정하여 (12)식으로 정의되는 속도 퍼텐셜  를 도입하고 (14)식의 

경계조건을 적용하면 (17)식과 같은 결과를 얻을 수 있다. 

결과를 (23)식에 대입하고 정리하면 
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가 된다. 유체는 비압축성이라 가정하였으므로 적분하면 

 

0












 p

dy

dU
i

x
U

t
   (31) 

 

가 됨을 알 수 있다. 여기서 편의상 적분 상수는 0 으로 놓았다. 유체표면에서의 

동력학적 조건 (6)식은 ),( txy  에서 
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가 됨을 수 있다. (7) 식의 조건은 앞의 예에서와 같이 ),( txy  에서  

 

gp        (33) 

 

가 된다. (13), (31), (32)와 (33)식이 유체면의 파동을 지배하는 방정식이다. 

(31)식과 (33)식에서 p 를 소거한 다음 그 결과를 (32)식에 대입하고 

정리하면  ),( txy  에서 
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가 된다. 파동과 관련된 양들이 작다고 하고 선형화하면 0y 에서 
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가 된다. 여기서 아래 첨자 ‘ 0 ’는 0y 에서의 값을 의미한다. 성형화 

되었으므로 속도 퍼텐셜 함수   를 (15)식처럼 적분 형태가 아니라 한 모드에 

대해서만 고려하여도 된다. ])(exp[ kytkxi    형태로 가정하면 

(35)식에서 
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를 얻을 수 있다. 

 

가능한 파수의 제한 

 

유체 자체에 처음부터 흐름이 존재하는 경우 본 논문의 경우 x  축 방향의 

흐름 때문에 파동에 연관된 x  방향의 흐름은 본래의 흐름과 무관 할 수가 없다. 

본래의 흐름이 )(yUu  로 주어지는 경우 파동이 나타나면 유체면 

),( txy  에서의 속도성분은 비록 비점성이라 가정하였으나  )(Uu  로 

주어진다. 선형화를 위하여  0y  에서의 값으로 전개하면 
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를 얻을 수 있다. 자승 항 이상을 무시하면 파동과 연관된 속도 성분은 
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
dy

dU
u 0'            (38) 

 

가 됨을 알 수 있다. (32)식을 선형화하고 (38)식을 대입하고 정리하면 
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를 얻을 수 있다. 이 결과를 (36)식에 대입하고 정리하면 
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가 된다. 흐름이 있는 경우 가능한 파동의 파수는 유체면에서 흐름의 속도의 

기울기에 의해 제한됨을 의미한다. 흐름을 지수함수 형태인  

 

)exp(0
b

y
UU      (41) 

 

가정하면 (40)식은  

 

2

2

0

1
2

b
Uk            (42) 

 

식(41)에서 b  값은 흐름의 변화를 나타내는 척도로 b 가 작을 수록 깊이에 

따른 유체흐름의 속도변화가 큼을 알 수 있다. 즉 유체면  근처에 강한 속도 
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기울기를 의미한다. 식(42)에서는 b 가 커질수록 작은 파수가 가능함을 

보여주고 있다.    

 

논의 및 결론 

 

Euler 방정식이 얻어짐으로 본 논문에서 흐름이 존재하지 않는 경우 얻어진 

결과는 선형화면 일반적으로 얻어지는 결과와 일치한다. 파동방정식의 

비선형성은 유체 면에서의 운동학적 경계조건에 기인하는 것처럼 보인다. 흐름이 

존재하는 경우에 얻어진 파동방정식 (34)식에서 흐름을 무시하면 앞에서 얻어진 

결과와 일치한다. 파수의 제한 성에 대한 비교할 만 한 자료가 아직은 없어 

실험적인 연구가 진행 되어야 할 것이다. 그리고 흐름이 존재하는 경우의 

방정식인 (34)식의 해를 전산기를 이용하여 분석하는 것은 앞으로 더 

연구되어야 할 것이다.   
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Characterization, Cloning and expression of mannitol 

dehydrogenase by Candida magnoliae HH-011 
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요 약 : 천연감미료인 mannitol을 생물학적인 방법으로 생산하는 새로운 균주인 Candida magnoliae 

HH-01에서 mannitol 생산에 관련된 효소인 mannitol dehydrogenase을 분리 및 정제하였다. Candida 

magnoliae HH-01의 mannitol dehydrogenase을 황산암모늄 침전법, 황산프로타민 침전법, ultrafiltration, 

Anion exchange chromatography 과정을 거쳐 정제를 수행하였다. SDS-PAGE을 수행한 결과 30 KDa의 

단일 band가 확인되었다. Mannitol dehydrogenase의 다양한 특성을 조사한 결과, 기질과 조효소 

특이성에서 적합한 기질로는 과당이었으며 조효소로는 NADPH에 높은 반응성을 나타냈다. 온도에 

따른 효소의 활성은 35℃, pH에 따른 효소의 활성은 pH 7-7.5에서 최대 활성을 보였다. 효소의 N-

terminal sequencing을 수행한 결과 9개의 아미노산 서열을 밝혀냈다. 정제된 효소의 N-terminal amino 

acid sequence와 internal amino acid sequence을 토대로 mannitol dehydrogenase의 염기서열을 밝혀냈으며 

대장균에서 발현하였다. 

 

Ⅰ. 서 론 

 

mannitol은 자연에 많이 존재하는 육탄당의 당알코올이며 올리브, 무화과, 

버섯이나 해조류등에 많이 포함되어 있다 (Soetaert et al. 1995). 감미도는 설탕의 

30-40%정도이며 설탕의 사용이 제한되는 식품제조에서 대체 감미료로 사용되고 

있을뿐 아니라, 의학용으로 저혈압치료제의 중간물질 및 각종 의약품 제재의 

쓴맛을 경감시켜 주기 위한 코팅제로도 이용되고 있는등 식품 및 의약품 

산업에서 광범위하게 사용되고 있다 (Korakli et al. 2000, Yun & Kim 1998, Soetaert et 

al. 1999). 현재 상업용 mannitol 생산은 고온고압하에서 니켈촉매에 의한 과당의 

환원에 의해서 이루어 지고 있다(Wisniak & Simon 1979). 이와 같은 공정은 촉매의 

                         
1 이 논문은 2005학년도 한국외국어대학교 학술연구비 지원에 의하여 이루어진 것임. 
2 한국외국어대학교 자연과학대학 생명공학과 교수 
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낮은 선택성에 의해서 부산물로써 솔비톨을 생산하게 되며 별도의 정제 공정 및 

40%정도의 mannitol 전환 수율로 제조원가가 높아지는 단점이 있다. 최근에는 

이러한 화학합성법의 단점을 극복하기 위한 대체 방안으로 미생물과 효소에 

의한 생산방법이 많이 연구되고 있다. Yeast, fungi 그리고 몇몇의 미생물은 과당과 

포도당을 이용하여 주목할만한 양의 mannitol을 생산한다(Boutelie et al. 1983, 

Hattori et al. 1974, Hendriksen et al. 1998, Korakli et al. 2000, Saha et al. 2003).  

Mannitol은 미생물에서 두가지 기작에 의해서 생산된다. 먼저 과당이 NAD(P)H-

dependent mannitol dehydrogenase(MDH)에 의해서 환원되어 mannitol을 생산하는 

기작이 있으며 다음으로 fructose-6-phosphate가 NAD(P)H-dependent mannitol 1-

phosphate dehydrogenase에 의해서 mannitol 1-phsphate로 전환된 후 mannitol 1-

phosphatase에 의해서 mannitol과 inorganic phosphate로 전환되어 mannitol을 

생산하는 기작이 있다(Saha 2004, Smiley et al. 1967). 

 

  본 연구의 목적은 과당을 mannitol로 전환시키는 효소인 mannitol 

dehydrogenase를 Candida magnoliae HH-01로부터 분리 정제한 것으로부터 

물리화학적 특성을 규명하고 그 유전자를 cloning하고 발현하고자 한다. 

 

Ⅱ. 재료 및 방법 

 

1. 균주의 배양 

Candida magnoliae HH-01은 YPD 액체배지 (glucose 20 g/ℓ, yeast extract 5 g/ℓ, 

(NH4)2SO4 2.5 g/ℓ, KH2PO4 2.5 g/ℓ, MgSO4·7H2O 0.4 g/ℓ) 50 ㎖을 포함한 500 ㎖ 삼각 
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플라스크에서 진탕 배양기 (30℃, 250rpm)으로 12~14시간 동안 배양하였다.(Baek 

et al. 2003) 발효조 배양을 위해서 2.5ℓ의 생산배지(glucose 100 g/ℓ, yeast extract 10 

g/ℓ, (NH4)2SO4 2.5 g/ℓ, KH2PO4 2.5 g/ℓ, MgSO4·7H2O 0.4 g/ℓ)를 포함한 5ℓ jar fermentor 

를 사용하였으며 초기 발효조건은 30℃, 500rpm, 0.5vvm으로 유지한 다음 균체 

농도가 90이 되면 과당 100 g/ℓ를 첨가해 주었고, 혐기성상태에서 30℃, 

500rpm으로 배양하였다. 발효기간의 pH는 암모니아수를 사용하여 pH 5.0으로 

조절하였다. 균주의 단기보존은 생장 대수기까지 자란 균체 배양액과 살균된 

30% 글리세린 용액과 동량으로 혼합한 다음 -70℃에서 보존하였고, 장기보존은 

생장 대수기까지 자란 균체 배양액을 살균된 24% sucrose을 같은 양으로 

혼합하여 동결 건조시켜 보존하였다. 균체의 농도를 측정하기 위해서 균체 

배양액을 증류수로 적절히 희석하여 spectrophotometer (Spectronic 20, Milton Roy)로 

660㎚에서 흡광도를 측정하였다. 

 

2. Mannitol dehydrogenase의 정제 

정제과정에서 모든 실험은 4℃에서 수행하였으며 표준 완충용액으로 50mM Tris-

HCl buffer (pH 8.0)을 사용하였다. C. magnoliae 가 생산하는 mannitol 

dehydrogenase의 부분정제를 수행하기 위하여 배양액을 원심분리(12,000rpm, 

20분)하여 crude extract 100 ㎖에 황산 프로타민을 2%가 되도록 첨가하여 20분간 

교반하여 녹인 후, 12,000rpm에서 30분간 원심분리하여 상등액을 회수하였다. 이 

상등액에 황산 암모늄의 포화도가 70%가 되도록 첨가하여 12,000rpm, 30분간 

원심 분리하여 침전물만을 회수한 뒤, 20mM Tris-HCl (pH 8.0)에 용해한 다음 

동일한 완충액을 사용하여 24시간 동안 dialysis를 수행하였다. 

음이온 교환수지인 DEAE-Sepharose Fast flow를 column에 충진하여 20mM Tris-HCl 

(pH 8.0)으로 평형화시킨 후 dialysis를 수행한 정제액을 column에 적하하였다. 

동일 완충액으로 비흡착 단백질을 씻어낸 다음 흡착 단백질 분획을 동일 

완충용액에서 NaCl(0~1M)의 직선 농도 분배방법으로 용출하였다. 이때 

용출속도는 분당 1 ㎖이었으며 5㎖ 씩 분획하였다. 활성분획은 ultrafiltration 
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(Milipore, USA)을 사용하여 농축하였으며 농축액은 -20℃에서 보존하였다.  

Mannitol dehydrogenase의 정제정도 및 분자량 측정을 위해 sodium dodecyl sulfate-

polyacrylamide gel electrophoresis (SDS-PAGE)를 수행하였다. 정제된 mannitol 

dehydrogenase 용액과 sample buffer를 1:1로 혼합한 후 10㎕를 gel상에 적하하였다. 

염색 dye가 stacking gel을 통과하는 동안은 20㎃로 전기영동을 실시하였고, 

separating gel을 통과하는 동안에는 30㎃로 전류를 변환시켜 1시간 동안 전기 

영동을 수행한 다음 comassie blue로 염색하였다.  

단백질 정량은 Bradford method (Bio-Rad protein assay kit)를 사용하여 

595㎚에서 흡광도를 조사하여 측정하였으며, 표준 단백질 시료로는 Bovine serum 

albumin (BSA)을 사용하였다. 

 

3. Oligonucleotides 및 PCR 

본 연구에서 사용한 oligonucleotide는 Table 2에 제시되었다. mdhF1, mdhF2, 

mdhR1, mdhR2는 mixed primer로서 부분적인 mdh gene을 클로닝 하기 위해 

사용되었다. mdhF3,  mdhR3, random primer를 사용하여 mdh gene을 클로닝하기 

위해 사용되었다. mdhF4는 mdh gene에 BamH I 인식부위를 mdhR4는 Hind III 

인식부위를 포함하도록 primer를 제작하였다. 

 

4. 염기서열 결정과 분석 

클로닝된 유전자는 Plasmid miniprep kit(Qiagen, Germany)를 사용하여 

추출하였고, Macrogen(Korea)에 의뢰하여 서열을 결정하였다. 염기서열과 아미노산 

서열은 BLASTN, BLASTP, TBLASTN program을 이용하여 분석하였다.  

 

5. 대장균에서 mdh 유전자의 발현 

발현벡터 pET-21a에 클로닝된 mdh 유전자를 E. coli BL21(DE3)에서 

발현시키기 위해 LB 배지에서 OD600값이 0.6-0.7이 될때까지 37℃에서 진탕 

배양하였다. 배양된 세포는 0.1mM isoprophyl-β-D-thiogalactoside(IPTG)로 유도하여 
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37℃에서 3시간 동안 배양한 다음 20,000×g에서 15분동안 원심분리하였으며, 

유도하지 않은 세포 또한 같은 조건으로 원심분리하였다. 각각의 세포를 20mM 

phosphate buffer(pH 7.0)로 현탁하였다. 세포현탁액을 4℃에서 초음파분쇄기 분쇄 

및 sodium dodecyl sulfate(SDS)로 용해하였고, 20,000×g에서 15분동안 원심분리하여 

상층액만을 조심스럽게 취하였다. 각각의 단백질은 Bradford 방법을 이용하여 

정량하였고, 시약(Bio-Rad, USA)을 이용하였다. 0.1%의 SDS가 포함된 10% 

acrylamide gel에서 SDS-PAGE를 하여 결과를 확인하였다. 

 

Ⅲ. 결과 및 고찰 

1. Purification of mannitol dehydrogenase 

 C. magnoliae HH-01의 mannitol dehydrogenase을 정제하기 위하여 배양액을 

원심분리하여 crude extract를 회수하였다. Crude extract에 황산 프로타민을 

처리하여 상등액을 회수하였고 황산암모늄 침전법과 투석을 수행하였다. 

Ultrafiltration 과정을 거친후 DEAE-Sepharose FF column chromatography를 

수행하였다. 그 결과 Table 3과 같이 불순물이 제거된 mannitol dehydrogenase 

활성을 나타내는 분획을 얻을 수 있었다.  

또한 mannitol dehydrogenase가 순도를 확인하기 위하여 SDS-PAGE를 

수행하였다. 그 결과 음이온 교환수지를 이용한 과정에서 단일한 mannitol 

dehydrogenase를 얻을 수 있었다. (Figure 1) 

 

2. Substrate and coenzyme specificity of mannitol dehydrogenase 

효소의 기질과 조효소 특이성은 Table 4에 나타나 있다. 적합한 기질로는 

과당이었으며 조효소로는 NADPH가 높은 반응성을 보였다. 반면에 Fructose 6-

phosphate와 fructose 1-phosphate에는 효소활성이 나타나지 않았다. 이러한 결과를 

통해서 효소는 NADPH-dependent mannitol dehydrogenase임을 알 수 있다.  

 

3. Peptide sequence of mannitol dehydrogenase 

Edman degradation 반응을 자동화한 아미노산 서열분석기를 사용하여 mannitol 
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dehydrogenase의 N-terminal sequencing을 수행한 결과 amino acid sequence는 Ala-

Lys-Asn-Phe-Ser-Asn-Val-Glu-Tyr 순이었다. 

 

4. The effect of temperature on the mannitol dehydrogenase activity 

  Mannitol dehydrogenase의 온도에 대한 영향을 측정하기 위해 enzyme assay를 

각각 20-80℃로 반응온도를 달리하여 수행한 결과 35℃에서 반응시켰을 때 높은 

효소활성을 나타냈다.(Figure 2) 

 

5. Effect of pH on the mannitol dehydrogenase activity 

Mannitol dehydrogenase의 최적 pH를 알아보기 위하여 50mM의 acetate(pH 4-5), 

50mM potassium phosphate(pH 6-8), 50mM Tris-HCl(pH 7-9), 50mM glycine-NaOH(pH 9-

10)의 완충용액으로 효소활성을 측정하였다. 그 결과 pH 7-7.5에서 높은 

효소활성을 나타냈다.(Figure 3) 

 

6. Isolation of the mannitol dehydrogenase clone 

  C. magnoliae HH-01로부터 chromosomal DNA을 분리하였으며 분리된 

chromosomal DNA에 제한효소인 BamH I을 처리하여 partial digestion을 수행하였다. 

N-terminal sequencing과 internal sequencing을 통해서 얻은 아미노산 서열분석을 

통해서 Table 2에 나타나 있는 primer를 제작하였으며 이를 이용하여 PCR을 

수행하였다. 그 결과 572bp의 부분적인 mdh 유전자를 얻을 수 있었다. 이 결과를 

바탕으로 해서 다시 primer를 제작하였으며 PCR을 수행한 결과 mdh gene을 

cloning 할 수 있었다. 재조합 plasmid는 pD-mdh라 명명하였으며 852bp, 283개의 

아미노산으로 구성되어 있다. 추론된 아미노산 서열은 peptide sequencing한 

결과와 동일하였다.(Figure 4) 또한 추론된 아미노산 서열을 통해서 분자량을 

측정한 결과 30,419 Da으로 나타났으며 SDS-PAGE에 의해 측정된 31 KDa과 

유사하였다.  
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7. Construction of an expression vector 

재료 및 방법에 기술되어 있는 두개의 primer를 사용하여 pD-mdh를 원형으로 

하여 PCR를 수행하였다. 증폭된 PCR product를 BamH I과 Hind III를 처리한 다음 

BamH I-Hind III site를 가지는 pET-21 vector에 ligation을 수행하였으며 pET-mdh를 

얻을 수 있었다.(Figure 5) pET-mdh가 포함되어 있는 E. coli BL21(DE3)에 IPTG 

induction을 수행하였으며 과량으로 발현된 재조합 mannitol dehydrogenase를 얻을 

수 있었다.(Figure 6) 
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Table 1. Bacterial strains and plasmids used in this study. 

Bacterial strains Relevant characteristics 

Bacterial strains  

Candida magnoliae HH-10  

E. coli BL21(DE3) F ompT hsdSB(rB
-mB

-) gal dcm(DE3) 

E. coli TOP10F’ F’(lac Tn10(TerR)) mcr △ D(mcr- hsd RMS –mcr BC) φ80lac Z△  m15 △ lac X74 deoR, 

recA1, ara D139 △ (ara-leu)7697 gal U gal K rps L end A1 nup G 

Plasmids  

pD-mdhp Ap+, Km+, partial mdh 

pD-mdh Ap+, Km+, mdh 

pET-mdh Ap+, T7 lac promoter, C-terminal His·tag, mdh 

 

 

 

Table 2. Oligonucleotides used and their sequences 

Oligonucleotide Sequence 

mdhF1 GCNAARAAYTTYTCNAAYGTN 

mdhF2 GTNGCNTCNATHTCNGGNTCN 

mdhF3 ggATGGCTAAGAACTTCTCCAACGTC 

mdhF4 GGATCCAATGGCTAAGAACTTCTC 

mdhR1 DATNCCNGCRTTNGCNACNAC 

mdhR2 NGARTTDATRTANCCNGGNGA 

mdhR3 ggTTAGGGAAGCGTGTAGCCACCGT 

mdhR4 AAGCTTTTAGGGAAGCGTGTAGC 
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Table 3. Puficiation of mannitol dehydrogenase 

Purification step Total 

protein 

(mg) 

Total 

activity 

(U) 

Specific 

activity 

(U mg-1) 

Purification 

(fold) 

Yield 

(%) 

Crude extract 430 114.2 0.27 0 100 

Protamine sulfate precipitation 326 111 0.34 1.3 97 

Ammonium sulfate precipitation 177 100.4 0.57 2.1 88 

1st DEAE-Sepharose Fast flow 31.7 46.6 1.5 5.4 23 

2nd DEAE-Sepharose Fast flow 6.8 16.3 2.4 8.9 14 

 

 

 

 

Table 4. Substrate and coenzyme specificity of mannitol dehydrogenase 

Substrate Coenzyme Relative activity(%) 

Fructose NADPH 100 

NADH 3 

Fructose 6-phosphate NADPH 11 

NADH 0 

Fructose 1-phosphate NADPH 2 

NADH 0 

Glucose NADPH 0 

NADH 0 
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Figure 1. SDS-PAGE of purified mannitol dehydrogenase from C. magnoliae. Protein from 

each purification step was subjected to SDS-PAGE in a 12% polyacrylamide gel and stained 

with coomassie blue. Lane : 1, size marker ; 2, crude extract ; 3, protamine sulfate 

precipitation ; 4, ammonium sulfate precipitation ; 5, ion exchange chromatography ; 6, re-

ion exchange chromatography. Left molecular size markers ; markers are Myosin(200 kDa), 

β-galactosidase (116 kDa), BSA (97.4 kDa), Serum albumin(66.2kDa), Ovalbumin(45kDa), 

Crabonic anhydrase(31 kDa). 
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Figure 2. The effect of temperature on the mannitol dehydrogenase activity, expressed as 

relative to the maximum activity(100%) at the optimum temperature. 

 

Figure 3. The effect of pH on the mannitol dehydrogenase activity, expressed as relative the 

maximum activity(100%) at the optimum pH. Mannitol dehydrogenase activity was assayed 

at various pH values at 30℃. 
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Figure 4. Nucleotide and deduced amino acid sequence of mannitol dehydrogenase mdh gene 

from Candida magnoliae. The stop codon is indicated by an asterisk(*). Amino acids 

matching ones identified amino acid sequence analysis are underlined. 
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Figure 5. Characterization of recombinant plasmid pET-mdh. Lane : 1, DNA size marker 

(λ/BstE II) ; 2, pET-mdh treated with BamH I and Hind III ; 3, pET vector treated with 

BamH I and Hind III ; 4, PCR product of mdh gene. 

 

 

Figure 6. SDS-PAGE analysis of total cell protein. Lane : 1, E. coli BL21(DE3)(pET-mdh) 

total protein without IPTG induction ; 2, 3, 4, E. coli BL21(DE3)(pET-mdh) total cell protein 

after 1mM IPTG induction ; 5, purified mannitol dehydrogenase of Candida magnoliae HH-

01 
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CKLS MODEL WITH CRRA UTILITY
EXPLAINS EQUITY PREMIUM PUZZLE

YOUNGSOO CHOI1

Abstract. The equity premium puzzle states that, for plausible values
of the risk aversion coefficient α (for example, 1 < α < 5), the equity
premium, that is, the expected rate of return earned by a risky asset
in excess of the rate of return to a relatively riskfree asset such as a
U.S. government bond, is too large, given the observed small variance.
The puzzle is resolved under the conventional time- and state-separable
preference utility function, for example, the constant relative risk aver-
sion utility function with risk aversion coefficient satisfying 3 < α < 5,
by assuming that the log growth rate in per capita consumption follows
the restricted Chan, Karolyi, Longstaff, and Sanders model with the
volatility elasticity parameter γ living around 1.07.

1. Introduction

A key idea of contemporary finance, public finance, and business-cycle
theory is that consumption today and consumption in some future period
are treated as different goods. The model based on this idea has had some
remarkable successes when confronted with empirical data, particularly in
the real business-cycle theory. However, when confronted with financial
market data on stock returns, several tests of these models have led to their
rejection.

To illustrate how the consumption capital asset pricing model (CCAPM)
is quantitatively rejected with stock market data, Mehra and Prescott (1985)
employed a variation of Lucas’s (1978) pure exchange economy model and

Key words and phrases. CKLS model, CRRA utility, equity premium puzzle.
Department of Mathematics, Hankuk University of Foreign Studies.1

This research was supported by the research fund of Hankuk University of Foreign
Studies, 2005.

1



2 Youngsoo Choi

postulated that the representative agent maximizes the time- and state-
separable preference utility function, for example, the constant relative risk
aversion (CRRA) utility function, over aggregate consumption and the
growth rate of the endowment process follows a Markov process. They
chose the parameters of the growth rate of endowment process to match the
sample mean, variance, and first-order autocorrelation of the annual growth
rate in per capita consumption.

The equity premium puzzle, founded and dubbed by Mehra and Prescott,
states that, for plausible values of the risk aversion coefficient α (for exam-
ple, 1 < α < 5), the equity premium1, that is, the expected rate of return
earned by a risky asset in excess of the rate of return to a relatively riskfree
asset such as a U.S. government bond, is too large, given the observed small
variance. Also, they found that these results were essentially unchanged for
very different consumption processes (for example, the growth rate in per
capita consumption is independently and identically distributed (i.i.d.) and
lognormal.2) This is our starting point for resolving the equity premium
puzzle, since the normality assumption for the log growth rate in per capita
consumption is rejected and the log rate of consumption is also serially
correlated.

The puzzle is also observed by Hansen and Singleton (1982), Ferson
(1983), and Grossman, Melino, and Shiller (1987). They tested Euler equa-
tions on asset returns and the marginal rate of substitution obtained from
the CRRA utility function and then rejected them. An alternative perspec-
tive on the puzzle is observed by Hansen and Jagannathan (1991) and says
that the stock market Sharp ratio puts a lower bound on the volatility of
the stochastic discounting factor obtained from time- and state-separable
preferences and thus the discounting factor has to be extremely volatile,
while the riskfree rate is steady and the observed volatility of the growth
rate of consumption is small.

This observed puzzle is a quantitative puzzle; the CAPM is consistent
with the recognized notion of risk that, on average, stocks should return
more than bonds, but, the quantitative predictions based on theory are an

1They updated the estimation in Mehra and Prescott (2003) and reported that the
average annual real return on the U.S. stock market over investment period 1889-2000
had been about 8.06%, the return on a relatively riskfree security was a paltry 1.14%,
and thus the difference between these two returns was 6.92%
2This approach is done in Abel (1988).
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order of magnitude different from what has been historically documented.
Hence it is of importance whether the CCAPM passes any quantitative
assessment, for instance, to gauge the welfare implications of alternative
stabilization policies.

For this reason, the equity premium puzzle has been in the center of
research of finance and economics for more than two decades. Several gen-
eralizations of key features of the Mehra and Prescott (1985) model has
been proposed to resolve the gap between observations and theory. These
include alternative assumptions on preference3, modified probability dis-
tributions to admit rare but disastrous events4, incomplete markets5, and
market imperfections6.

The procedure of this paper to resolve the equity premium puzzle is fol-
lowing: First, we analyze the time series properties for the log value of the
growth rate of consumption. The Jarque-Bera test shows that the normality
assumption for the log rate series is rejected and the Ljung-Box test sug-
gests that this series is autocorrelated. Second, for simplicity of the model
and taking into account the time-varying volatility dependent on the level of
log rate of consumption, we impose the restricted Chan, Karolyi, Longstaff,
and Sanders (CKLS, 1992) model with given volatility elasticity parameter
γ for the log growth rate series in lieu of assuming the normality in Abel
(1988). For example, the CKLS model includes the Vasicek model when
γ = 0 and the CIR(Cox, Ingersoll, and Ross) model7 when γ = 1/2. The
forecast power for the level of the log rate changes, gauged by R2, has a
similar value from 30.8% to 34.3% for the most value γ lying in (0.5, 1.5),

3Epstein and Zin (1991) have presented the generalized expected utility function in-
stead of the conventional time- and state- separable utility one. Constantinides (1990)
has incorporated habit formation: utility is affected not only by current consumption but
also by past consumption. Campbell and Cochrane (1999) have incorporated the pos-
sibility of recession as a state variable so that risk aversion varies in a highly nonlinear
manner. Also see, Abel (1990), Bansal and Yaron (2000), and Boldrin, Chrisiano, and
Fisher (2001).
4See, Rietz (1988) and Mehra and Prescott (1988).
5For example, Constantinides and Duffie (1996), and Heaton and Lucas (1997, 2000).
6For example, Aiyagari and Gertler (1991), Alvarez and Jermann (2000), Basak and

Cuoco (1998), and Constantinides, Donaldson and Mehra (2002).
7Similarly, Campbell and Cochrane (1999) assume that the log surplus consumption

ratio st follows a heteroskedastic AR(1) process, where the volatility is characterized by
the square root of the function of st and the normal shock from the log consumption
growth rate.
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however, the forecast power for the volatility of the log rate changes is of
large variations ranging from 4.9% to 36.2%. This combined information
of two forecast powers implies that the restricted CKLS model with γ ly-
ing in the neighborhood of 1.07 will improve the explanation power for the
equity premium puzzle. Third, under the conventional CRRA utility func-
tion, we show that the stochastic discounting factors for computation of the
equity and riskfree gross rate also follow the restricted CKLS model with
the same γ value and mean-reverting speed. This result combined with the
continuous time version of continuously compounded (c.c) growth rate of
consumption provides us with the analytic approximation formula for the
equity and riskfree gross rate.

Given the risk aversion coefficient satisfying 3 < α < 5 and the volatility
elasticity parameter γ = 1.07, the riskfree and equity premium rate under
our model are matched with the historically documented average return rate
on the U.S. stock market over the investment period 1889-2000, 8.06%, and
the return rate on a relatively riskfree security over the same investment
period, 1.14%, and are plotted in Figure 1(a)-Figure 1(b). From these
figures, it can be observed that the riskfree rate rate is linearly increasing
as a function of the risk aversion coefficient α for the CIR and CKLS model,
but is a quadratic function of α for the lognormal model. Also, the equity
premium rate is too small for the lognormal or CIR model in comparison
to the CKLS model with the volatility elasticity γ = 1.07. The riskfree
rate with respect to the volatility elasticity parameter γ is plotted in Figure
1(c). It shows that, in general, the riskfree rate is almost linearly increasing
as α increases from 3 to 25, but the riskfree rate is steeply increasing as a
function of α lying in the interval (1, 3) and it’s steepness is more significant
as the γ is from 1 to 1.1. The behavior of the equity premium rate with
respect to the volatility elasticity parameter γ is plotted in Figure 1(d). It
can be seen that the steady level, at which the equity premium rate does not
change although α increases from 4 to 25, is increasing as γ is increasing
from 1 to 1.1. This phenomena makes it possible to explain the equity
premium puzzle by increasing γ. Furthermore, the equity premium rate is
steeply increasing as α increases from 1 to 4.

The remainder of the paper is organized as follows. Section 2 reviews the
CCAPM with the conventional time- and state-separable preference utility
function, Section 3 derives an approximation formula for the riskfree and
equity gross rate under the CKLS model assumption for the log rate of
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Figure 1. Riskfree and Equity Premium Rate are plot-
ted for different models of the log growth rate of consumption.
(a) Riskfree rate is linearly increasing as a function of the risk
aversion coefficient α for the CIR and CKLS model, but is a
quadratic function of α for the lognormal model. (b) Equity
premium rate is too small for the lognormal or CIR model in
comparison to the CKLS model with the volatility elasticity
γ = 1.07. (c) Riskfree rate is almost linearly increasing as α
increases from 1 to 25. (d) Equity premium rate is increasing
as γ is increasing from 1 to 1.1, also steeply increasing as α
increases from 1 to 4 and then does not change although α
increases from 4 to 25 (this phenomena holds for most γ)
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consumption, and Section 4 shows the implementation procedure with the
observed consumption data. We draw conclusions in Section 5.

2. Review of CCAPM

Identical agents maximize the constant relative risk aversion (CRRA)
utility function over aggregate consumption

E0

[ ∞
∑

t=0

βt u(Ct)

]

, 0 < β < 1 (1)

where Ct is the per capita consumption of all nondurables and services and
the parameter β is the subjective time discounter factor, which describes
how impatient households are to consume. For the quantitative economic
intuition about what the returns on equity and debt should be, we employ
the notation: Et[ · ] is the expectation operator conditional upon information
available at time t. The CRRA utility functions are given by

u(Ct) =







C1−α
t

1−α , α 6= 1

lnCt, α = 1,

(2)

where the parameter α measures the curvature of the utility function. Thus,
for high values of α, agents are unwilling to substitute aggregate consump-
tion over time.

Basic Pricing Equation

We assume that the investor can freely buy or sell as much of the security
whose payoff at time t+1, yt+1, which is a random variable, as he wishes at
a price pt. As the intertemporal choice problem of a typical investor at time
t, this problem is about how much he will buy or sell and then formulated
as follows:

max
q
[ u(Ct) + Et[ βu(Ct+1) ] ] s.t.

Ct = C0t − ptqt
Ct+1 = C0t+1 + yt+1qt,

where C0t is the original consumption level at time t, if the investor bought
none of the assets and qt is the amount of the asset he chooses to buy.
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The first order condition (FOC)8 for this optimal consumption and port-
folio choice is given by

ptu
′(Ct) = Et[ βu

′(Ct+1)yt+1 ] (3)

or

pt = Et

[

β
u′(Ct+1)

u′(Ct)
yt+1

]

, (4)

where equation (3) expresses the standard marginal condition for an op-
timum: ptu

′(Ct) is the loss in utility if the consumer buys another unit
of asset; Et[ βu

′(Ct+1)yt+1 ] is the increase in (discounted, expected) utility
obtained from the payoff corresponding to an additional unit of the asset
and equation (4) also expresses that given the payoff yt+1 and the investor’s
consumption choice Ct, Ct+1, it tells you what market price pt to expect.

Stochastic Discount Factor / Riskfree & Equity Gross Rate

Defining the stochastic discount factor mt+1 by

mt+1 = β
u′(Ct+1)

u′(Ct)
, (5)

the basic pricing formula (4) can simply be expressed as

pt = Et[mt+1yt+1 ],

which implies that the correlation between the random components ofm and
y generates asset-specific risk corrections. For the CRRA utility function
u′(C) = C−α, the discounting factor mt+1 becomes

mt+1 = β

(

Ct+1

Ct

)−α
.

For equity, the one period payoff is the next period price plus dividend,
yt+1 = pt+1 + dt+1, (5) can be rewritten as

1 =
1

pt
Et[mt+1yt+1 ] = Et[mt+1R

e
t+1 ], (6)

8Versions of this expression can be found in Rubinstein (1976), Lucas (1978) and
Breeden (1979), among others. Excellent textbook treatments can be founded in Chapter
1 of Cochrane (2001)
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where an equity return is obtained by dividing the payoff yt+1 by the price
pt as follows

Re
t+1 ≡

yt+1
pt
=
pt+1 + dt+1

pt
. (7)

For the riskfree one-period bonds, investing one dollar into a riskfree secu-
rity, the gross rate of return on the riskfree security is given by

1 = Et[mt+1R
f
t+1 ] = Rf

t+1 Et[mt+1 ]

⇒ Rf
t+1 =

1

Et[mt+1 ]
.

(8)

For the CRRA utility function case, the expected gross riskfree rate Rf
t+1

is determined by the distribution of growth rate of consumption xt+1 ≡
Ct+1/Ct. That is,

Rf
t+1 =

1

β Et[x
−α
t+1 ]

. (9)

Furthermore, under the exchange economy the equilibrium consumption
process {Ct } is the dividend process { dt }. It follows as an iteration of the
recursive relationship that equation (6) can be rearranged as

pt = β Et

[

(pt+1 + dt+1)
(Ct+1

Ct

)−α
]

= Et

[ ∞
∑

s=t+1

βs−t
(Cs

Ct

)−α
ds

]

,

(10)

which second equation implies that pt is homogeneous of degree one in dt.
Thus, the first equation of (10) implies that the stationary price w satisfies

w =
pt
dt
= β Et

[

(pt+1
dt+1

+ 1
) dt+1
dt

x−αt+1

]

⇒ 1 = β

[

1 + w

w

dt+1
dt

x−αt+1

]

Comparing this above equation with equation (6), Re
t+1 can be expressed as

Re
t+1 =

1 + w

w

dt+1
dt

=
1 + w

w
xt+1. (11)

A simple algebra shows that the expected return on equity can be calculated
as follows

Et[R
e
t+1 ] =

Et[xt+1 ]

β Et[x
1−α
t+1 ]

. (12)
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Growth rate of consumption is i.i.d and lognormal

We assume that the growth rate of consumption xt+1 = Ct+1/Ct is i.i.d
and lognormal, that is,

ln xt+1 = lnCt+1 − lnCt ∼ N(µx, σ
2
x ),

where µx = E[ lnx ] and σ
2
x = Var(lnx). Then, it follows as an application

of the lognormality of x−αt+1 into riskfree gross rate equation (9):

Rf = Rf
t+1 =

1

β exp(−αµx +
1
2
α2σ2x)

⇒ lnRf = − ln β + αµx −
1

2
α2σ2x

(13)

Similarly, using the lognormality of xt+1 and x
1−α
t+1 , we have

Re = Re
t+1 =

exp(µx +
1
2
σ2x)

β exp[(1− α)µx +
1
2
(1− α)2σ2x]

⇒ lnRe = − ln β + αµx −
1

2
α2σ2x + ασ2x

(14)

Thus, the equity premium is

re − rf = lnEt[R
e
t+1 ]− lnR

f
t+1 = ασ2x (15)

Growth rate of consumption is continuously compounded

We assume that the continuous time version of continuously compounded
(c.c.) growth rate of consumption is given by { rt }0≤t. Then the conditional
expectation of growth rate of consumption is

Et[xt+1 ] = Et

[

lim
n→∞

n
∏

i=1

exp(rt+ih · h)

]

= Et

[

exp
(

∫ t+1

t

rs ds
)

]

,

(16)

where h = 1/n is the length of subinterval [t+(i− 1)/n, t+ i/n], and hence
is like the zero-coupon bond price with 1 period maturity under the physical
measure, provided that the instantaneous short rate is {−rt }0≤t.
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Similarly, we have

Et[x
1−α
t+1 ] = Et

[

exp
(

∫ t+1

t

(1− α)rs ds
)

]

Et[x
−α
t+1 ] = Et

[

exp
(

∫ t+1

t

−αrs ds
)

]

,

(17)

which implies that the conditional expectation of x1−αt+1 (x
−α
t+1, respectively) is

like the the zero-coupon bond price with 1 period maturity under the phys-
ical measure, provided that the instantaneous short rate is { (α − 1)rt }0≤t
({αrt }0≤t, respectively).

3. The CKLS Model for { rt }

Instead of the assumption that the growth rate of consumption is i.i.d
and lognormal, we assume that the c.c. growth rate of consumption { rt }
follows a stochastic process of the form9

drt = (a− brt)dt+ σrγt dWt (18)

where a, b, σ, and γ are constants and dWt is the increment of a standard
Brownian motion. The drift term a−brt captures the tendency for the rates
to revert to a long-run equilibrium level. The magnitude of the parameter
b measures the speed with which rt reverts to its long-run value, a/b. The
constant γ in the volatility term σrγt parameterizes the extent to which c.c.
growth rate of consumption changes depend on the level of the growth rate
of consumption.

Zero-coupon Bond Price

Treating the c.c. growth rate of consumption as the instantaneous short
rate, the time-t price of a zero-coupon bond maturing at time t + T , Pt,T ,

9In the econometric approaches such as Brennan and Schwartz (1982), Grossman,
Melinio, and Shiller (1987), Longstaff (1989, 1990), and Chan, Karolyi, Longstaff, and
Sanders (1992), it is known that the most successful models in capturing the dynamics
of the short-term interest rate are those that allow the volatility of interest rate changes
to be highly sensitive to the level of the riskfree rate.
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is given by

Pt,T = Et

[

exp
(

−

∫ t+T

t

rs ds
)

]

. (19)

The trapezoidal rule is employed to approximate the price Pt,T , so that
the integral part can be written as

∫ t+T

t

rs ds ≈ h

[

1

2
r0 + r1 + · · ·+ rn−1 +

1

2
rn

]

,

where the interval [ t, t+T ] is partitioned into t0 = t < t1 < · · · < tn = t+T
with tk = t + kh, h = T

n
, and rk = rtk . For simplicity of expression, we

write Etk by Ek for k = 0, 1, . . . , n − 1. It follows as an application of the
tree property of conditional expectation that

Pt,T = E0 E1 · · ·En−1

[

exp
(

−

∫ t+T

t

rs ds
)

]

.

In the first theorem we prove the zero-coupon bond price under the Va-
sicek model (when γ = 0).

Theorem 1. Provided that γ = 0, the time-t price of a zero-coupon bond
maturing at time T , Pt,T , is given by

Pt,T = Et

[

exp
(

−

∫ t+T

t

rs ds
)

]

= exp

(

−rtB(t, T )−
σ2

4b
B2(t, T ) +

σ2/2− ab

b2
(

T −B(t, T )
)

)

,

(20)

where B(t, T ) = 1−e−bT
b

.

In the second theorem we prove the approximation formula of zero-coupon
bond price under the general CKLS model.

Theorem 2. For the general γ, the time-t price of a zero-coupon bond
maturing at time T , Pt,T , is given by

ln(Pt,T ) ≈ −rtB(t, T )−
a

b

(

T −B(t, T )
)

−
σ2

4b
(r2γt + qtT )

[

B2(t, T )−
2

b
(T −B(t, T ))

]

−
σ2

8b2
qt

[

−B2(t, T )(1 + 2bT )− 2B(t, T )
(

2T +
3

b

)

+ 2T 2 +
6T

b

]

,

(21)
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where B(t, T ) = 1−e−bT
b

and qt = γ(2γ − 1)σ2 r
2(γ−1)
t + 2 γ r2γ−1t (a− brt).

Riskfree & Equity Gross Rate / Equity Premium

As an application of equation (16) and (21) with the short rate process

d(−rt) = [−a− b(−rt)]dt+ (−1)
1+γσ(−rt)

γdWt,

we have

lnEt[xt+1 ] = lnEt

[

exp
(

∫ t+1

t

rs ds
)

]

= rtB(t, 1) +
a

b

(

1−B(t, 1)
)

−
σ2

4b
(r2γt + q1) fB,1 −

σ2

8b2
q1fB,2,

(22)

where

fB,1 = B2(t, 1)−
2

b
(1−B(t, 1))

fB,2 = −B
2(t, 1)(1 + 2b)− 2B(t, 1)

(

2 +
3

b

)

+ 2 +
6

b
,

and q1 = γr
2(γ−1)
t

[

(2γ − 1)σ2 + 2rt(a− brt)
]

.

Similarly, with the short rate process

d
(

(α− 1)rt
)

=
[

(α− 1)a− b(α− 1)rt
]

dt+ (α− 1)1−γσ
(

(α− 1)rt
)γ
dWt,

we have

lnEt[x
1−α
t+1 ] = lnEt

[

exp
(

−

∫ t+1

t

(α− 1)rs ds
)

]

= −(α− 1) rtB(t, 1)−
(α− 1)a

b

(

1−B(t, 1)
)

−
σ2(α− 1)2(1−γ)

4b

[

((α− 1)rt)
2γ + q2

]

fB,1 −
σ2(α− 1)2(1−γ)

8b2
q2fB,2,

(23)

where q2 = γ r
2(γ−1)
t

[

(2γ − 1)σ2 + 2 rt (α− 1)
2γ(a− brt)

]

and the same fB,1
and fB,2 in equation (22) are used.

Finally, with the short rate process

d
(

αrt
)

=
[

αa− b(αrt)
]

dt+ α1−γσ
(

αrt
)γ
dWt,
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we have

lnEt[x
−α
t+1 ] = lnEt

[

exp
(

−

∫ t+1

t

αrs ds
)

]

= −αrtB(t, 1)−
αa

b

(

1−B(t, 1)
)

−
σ2α2(1−γ)

4b

[

(αrt)
2γ + q3

]

fB,1 −
σ2α2(1−γ)

8b2
q3fB,2,

(24)

where q3 = γ r
2(γ−1)
t

[

(2γ − 1)σ2 + 2 rt α
2γ(a − brt)

]

and the same fB,1 and

fB,2 in equation (22) are used. Thus, we have the expected riskfree rate r
f :

rf = lnRf = − ln Et[ β x
−α
t+1 ] = − ln β − Equation (24).

Also, the expected equity premium rate re − rf can be written as

re − rf = lnRe − lnRf = lnEt[xt+1 ]− ln Et[x
1−α
t+1 ] + lnEt[x

−α
t+1 ]

= Equation (22)− Equation (23) + Equation (24)

= −
σ2

4b
fB,1

[

(r2γt + q1)− (α− 1)
2(1−γ)[((α− 1)rt)

2γ + q2
]

+ α2(1−γ)
[

(αrt)
2γ + q3

] ]

−
σ2

8b2
fB,2

[

q1 − (α− 1)
2(1−γ) q2 + α2(1−γ) q3

]

.

4. Implementation of our model with data

In this section, we introduce the data used in our empirical work, analyze
the time series properties for the log value of growth rate of consumption,
find the appropriate parameters of the CKLS model by using the General-
ized Method of Moments (GMM), and finally show that the equity premium
puzzle is resolved by our model.

Data Sources

The important variable in our model is the per capita consumption of all
nondurables and services C. To measure this variable, we use quarterly ag-
gregate data consisting of personal consumption expenditure - nondurables,
denoted by GCNQ, personal consumption expenditure - services, denoted
by GCSQ, and population of total, Inc. Armed forces overseas, denoted by
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GPOP, from the third quarter of 1959 until the first quarter of 1996. The
per capital consumption at time t is defined by

Ct =
GCNQt +GCSQt

GPOPt

Time Series Properties of Data

The main variable in our analysis is the log value of growth rate in per
capita consumption r, that is,

rt+1 = ln xt+1 = lnCt+1 − lnCt

To test the normality assumption of rt, which is assumed in the most
literature documenting the equity premium puzzle, the basic statistics and
it’s related tests for rt are reported in Table 1.

Mean Std Jarque-Bera Test Ljung-Box Test

0.0051 0.0049 9.46(0.009)∗ 47.278(4.986e-09, 5)?

Table 1. Summary statistics: This table reports the ba-
sic statistics, the normality assumption with the Jarque-Bera
test statistic, and the serial correlation assumption with the
Ljung-Box test statistic for the log value of growth rate of
consumption rt, which is from the third quarter of 1959 to
the first quarter of 1996 (147 observations). ∗( ) represents
p-value and ?( , ) represents (p-value, degree of freedom)

The normality assumption for rt using the Jarque-Bera test statistic is re-
jected, since the test statistics has a value of 9.46 with the p-value 0.009. The
Ljung-Box statistic gives Q(5) = 47.3 for rt with the p-value 4.986 × 10

−9,
suggesting that the log value of the growth rate in per capita consumption
is serially correlated.

To determine the autoregressive moving-average order, the sample auto-
correlation functions (ACF) and partial autocorrelation functions (PACF)
of the log value of growth rate in per capita consumption rt are reported
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Figure 2. ACF and PACF of rt: Sample autocorrelation
functions and partial autocorrelation functions of the log
value of growth rate in per capita consumption rt. In each
plot, the two horizontal lines denote two standard-error limits
of the sample ACF and PACF.

in Figure 2. There are some significant serial correlations at the 5% level
for rt. It is seen that the series has significant ACF at lags 1,2, and 3 and
significant PACF at lags 1, 3, 5, and 6. Based on the sample ACF, the
following AR(3) model is identified for the series:

rt = 5× 10
−3 + 0.2655rt−1 + 0.0901rt−2 + 0.2174rt−3 + at,

where standard errors of the estimates are 8 × 10−4, 0.0809, 0.0842, and
0.0812, respectively and { at } is assumed to be a white noise series with
mean zero and variance σ2a = (0.0044)

2. The deduced variance

(0.0044)2

1− 0.26552 − 0.09012 − 0.21742
= 0.00472

has a similar variance 0.00492 in Table 1.

Parameter Estimates using GMM
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For simplicity of the model and considering the time-varying volatility de-
pendent on the level of log rate of consumption rt, we employ the restricted
CKLS model for rt. It’s Euler scheme of the continuous-time version of rt
in (18) is needed for parameters estimation and can be written as

rt+∆ = a∆+ (1− b∆)rt + σrγt zt+∆, zt+∆ ∼ N(0,∆).

The error term ut+∆ = σrγt zt+∆ satisfies the following conditional expecta-
tions:

Et[ut+∆] = 0

Et[u
2
t+∆] = σ2r2γt ∆.

Using instruments Zt =
(

1 rt
)

, we have unconditional moment conditions

E[ut+∆ ] = 0

E[ rtut+∆ ] = 0

E[u2t+∆ − σ2r2γt ∆ ] = 0

E[ rt(u
2
t+∆ − σ2r2γt ∆) ] = 0

Table 2 reports the parameter estimates, associated standard deviation
errors, and R2j information about how well the CKLS model with the given
γ value is able to forecast the future level and volatility of the log value
of growth rate in per capita consumption. The R2j statistics are computed
as the proportion of the total variation of the actual rate changes (j = 1)
or squared rate changes (j = 2) that can be explained by the respective
conditional expected values for each γ value.

The estimated parameters a, b have very similar values as the volatility
elasticity parameter γ changes from 0.5 to 1.5. However, the estimated
parameter σ is rapidly increasing as γ changes from 0.5 to 1.5, since the
volatility in the CKLS model depends on the γth power of the log value of
growth rate in per capita consumption. The χ2 tests of the over-identified
restrictions imposed by the null hypothesis (a, b, σ2) = (0, 0, 0) are rejected
for most γ values, except in { 0.8, 0.9, 1.0 }.

The forecast power for the level of the log rate changes, gauged by R21, has
a similar value from 30.8% to 34.3% for the most γ value and has a slowly
moving bell-shape feature starting 32.2% at γ = 0.8, increasing and then
having a maximum value 34.33% at γ = 1.1, and decreasing and finally
having a minimum value 30.1% at γ = 1.5. But, the forecast power for
the volatility of the log rate changes, gauged by R22, is of large variations
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ranging from 4.9% to 36.2% and has a quickly moving bell-shape feature
starting 4.9% at γ = 0.5, increasing and then having maximum value 36.2%
at γ = 1.0, and decreasing and finally having a minimum value 5.9% at
γ = 1.5.

Equity Premium Puzzle Is Resolved

From the forecast power for the level and volatility of the log rate changes,
we will take the volatility elasticity parameter γ = 1.07, which has a nearby
value of the maximum value in both R21 and R

2
2.

Given the risk aversion coefficient satisfying 3 < α < 5 and the volatility
elasticity parameter γ = 1.07, the riskfree rf and equity premium rate
re − rf under our model are matched with the historically documented
average return rate, 8.06%, on the U.S. stock market over investment period
1889-2000 and the return rate, 1.14%, on a relatively riskfree security over
the same investment period, and are plotted in Figure 1(a)-Figure 1(b). We
can observe that the riskfree rate rate is linearly increasing as a function
of the risk aversion coefficient α for the CIR and CKLS model, but is a
quadratic function of α for the lognormal model. Also, the equity premium
rate is too small for the lognormal or CIR model in comparison to the CKLS
model with the volatility elasticity γ = 1.07. The riskfree rate with respect
to the volatility elasticity parameter γ is plotted in Figure 1(c). It shows
that, in general, the riskfree rate is almost linearly increasing as α increases
from 3 to 25, but the riskfree rate is steeply increasing as a function of α
living in the interval (1, 3) and it’s steepness is more significant as the γ is
from 1 to 1.1. The behavior of the equity premium rate with respect to the
volatility elasticity parameter γ is plotted in Figure 1(d). It can be seen
that the steady level, at which the equity premium rate does not change
although α increases from 4 to 25, is increasing as γ is increasing from 1
to 1.1. This phenomena makes it possible to explain the equity premium
puzzle by increasing γ. Furthermore, the equity premium rate is steeply
increasing as α increases from 1 to 4.
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Appendix

In this section, we will prove Theorem 1 and Theorem 2 stated in sec-
tion 3. First, to find the general form from the sequential application of
conditional expectations, we need a lemma10 about the following sequence.

Lemma A1. If the sequence {an} is described by a1 = 1, and

an = 2 + (1− bh)an−1 for n ≥ 1,

then an can be explicitly written as

an = −
2

bh

[

(1− bh)n−1(1−
bh

2
)− 1

]

.

For computation of a conditional expectation on the lognormal distribu-
tion, we need another lemma.

Lemma A2. Suppose that φ is a standard normal distribution, i.e., φ ∼
N(0, 1). Then we have

E[ eβ
√
Tφ] = e

1
2
β2T .

To approximate rk+1 by the information of rk, recall that the discrete
model based on the Euler scheme is given by

rk+1 − rk ≈ (a− brk)h+ σrγk∆Wk(h),

where ∆Wk(h) = Wtk+1
−Wtk . First, approximating rn by this Euler scheme

and then applying lemma A2 to En−1, we have

En−1

[

exp
(

−

∫ T

t

rs ds
)

]

= exp
(

−h
[r0
2
+ r1 + · · ·+ rn−2

]

− hrn−1

)

× En−1

[

exp
(

−
h

2
[rn−1 + (a− brn−1)h+ σrγn−1∆Wn−1(h)]

)

]

= exp

(

−h
[r0
2
+ r1 + · · ·+ rn−2

]

−
ah2

2
−
h

2
(3− bh)rn−1

)

× exp

(

h3σ2

8
r2γn−1

)

10Substituting an−1 by a function of an−2 and βh and then repeating this process, we
have this result
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Continuing this procedure with the notation AFk = exp(h
3σ2

8
a2kr

2γ
n−k) for

k = 1, . . . , n, we have

En−2

[

exp
(

−

∫ T

t

rs ds
)/

AF1

]

= exp

(

−h
[r0
2
+ r1 + · · ·+ rn−3

]

− hrn−2 −
ah2

2

)

× En−2

[

exp
(

−
h

2
(3− bh)[ rn−2 + (a− brn−2)h+ σrγn−2∆Wn−2(h) ]

)

]

= exp

(

−h
[r0
2
+ r1 + · · ·+ rn−3

]

−
ah2

2
[1 + (3− bh)]

)

× exp

(

−
h

2
rn−2[2 + (1− bh)(3− bh)] +

h3σ2

8
(3− bh)2r2γn−2

)

Keeping this procedure with the sequence {ak} in lemma A1, we have the
general formula

En−k

[

exp
(

−

∫ T

t

rs ds
)/

k−1
∏

i=1

AFi

]

= exp

(

−h
[r0
2
+ r1 + · · ·+ rn−k−1

]

− hrn−k −
ah2

2

k−1
∑

i=1

ai

)

× En−k

[

exp
(

−
h

2
ak[ rn−k + (a− brn−k)h+ σrγn−k∆Wn−k(h) ]

)

]

= exp

(

−h
[r0
2
+ r1 + · · ·+ rn−k−1

]

−
ah2

2

k
∑

i=1

ai

)

× exp

(

−
h

2
rn−kak+1 +

h3σ2

8
a2kr

2γ
n−k

)
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Finally, we have the result

E0

[

exp
(

−

∫ T

t

rs ds
)/

n−1
∏

i=1

AFi

]

= exp

(

−h
r0
2
−
ah2

2

n−1
∑

i=1

ai

)

× E0

[

exp
(

−
h

2
an[ r0 + (a− br0)h+ σrγ0∆W0(h) ]

)

]

= exp

(

−
ah2

2

n
∑

i=1

ai −
h

2
r0[1 + an(1− bh)] +

h3σ2

8
a2nr

2γ
0

)

(25)

To see the convergence result as n approaches +∞, we need several sim-
ple computations. Recall that the number e is defined as the limit of the
sequence:

lim
n→∞

(

1 +
1

n

)n
= e

Applying this above result to lemma A1, we have three lemmas.

Lemma A3. The term h
2
[ 1 + an(1− bh) ] converges to

1

b

[

1− e−bT
]

,

as the number of sub-intervals in [ t, t+ T ], n, approaches to ∞.

Lemma A4. The partial sum
∑n

i=1 ai is

2n

bh
+ 2
(

1−
bh

2

)(1− bh)n − 1

b2h2
.

Thus, the limit of h2

2

∑n

i=1 ai is

T

b
−
1

b2
[

1− e−bT
]

.

Lemma A5. If the parameter γ is 0, then the adjusting factor ln (
∏n

i=1AFi)
is written as

h3σ2

8

n
∑

i=1

a2i =
σ2

2b2

[

(

1−
bh

2

)1− (1− bh)2n

2b
− 2
(

1−
bh

2

)1− (1− bh)n

b
+ nh

]

,
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and its limit is

−
σ2

4b3

[

(

1− e−bT
)2
+ 2
(

1− e−bT
)

]

+
σ2

2b2
T.

With the notation B(t, T ) = 1−e−bT
b
, applying lemma A3 - lemma A5 to

the result (20), we have the same result for the Vasicek model (γ = 0).

From the process of obtaining (20), it is not easy to compute explicitly
En−k−1[AFk ], but it is not hard to approximate En−k−1[AFk ] by

exp

(

E0[ lnAFk ] +
Var0(lnAFk)

2

)

with the tool of the Itô’s formula. Recall that AFk = exp(h
3σ2

8
a2kr

2γ
n−k).

Applying the Itô’s formula to the function f(x) = x2γ , we have

d(r2γt ) = qtdt+ 2γσr
3γ−1
t dWt,

where qt = γ(2γ − 1)σ2r
2(γ−1)
t + 2γr2γ−1t (a − brt). Thus, the conditional

expectation is

E0[ lnAFk ] =
h3σ2

8
a2k[ r

2γ
t + qt(n− k)h ],

and combining the definition nh = T with this result, we obtain

n
∑

k=1

E0[ lnAFk ] = [ r
2γ
t + qt(T − t) ]

h3σ2

8

n
∑

k=1

a2k − qt
h4σ2

8

n
∑

k=1

ka2k.

Similarly, the conditional variance is

n
∑

k=1

Var0(lnAFk) =
1

16
σ6γ2r

2(3γ−1)
t h6

[

(T − t)
n
∑

k=1

a4k − h

n
∑

k=1

ka4k

]

,

but, it is bounded byMh for some positive numberM . As a result, the limit
of
∑n

k=1Var0(lnAFk) is zero. This result explains why the approximation
price for a zero-coupon bond is less than the true price.

Applying lemma A5 into the first part of right hand side of the sum of
conditional expectations and a similar computation yield an approximation
value for the time-t price of a zero-coupon bond maturing at time t+ T for
the general γ.
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5. Conclusion

The equity premium puzzle states that, for plausible values of the risk
aversion coefficient α (for example, 1 < α < 5), the equity premium, that
is, the expected rate of return earned by a risky asset in excess of the rate
of return to a relatively riskfree asset such as a U.S. government bond, is
too large, given the observed small variance. In this paper the puzzle is
resolved under the conventional time- and state-separable preference util-
ity function (for example, the constant relative risk aversion utility function
with risk aversion coefficient satisfying 3 < α < 5), by assuming that the log
growth rate in per capita consumption follows the restricted Chan, Karolyi,
Longstaff, and Sanders model with the volatility elasticity parameter γ liv-
ing around 1.07.

In future research, we will derive an analytic approximation formula for
the zero-coupon bond price based on the continuous time version of the
CKLS model. Furthermore, we will test whether the nonlinear constant
elasticity of variance process for the log growth rate in per capita consump-
tion also resolves the equity premium puzzle.
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γ a b σ2 χ2 Test R21 R22

(std) (std) (std) < p-value >

0.5 0.0036 0.6646 0.0027 10.044 0.3431 0.0487

(0.0005) (0.0737) (0.0005) < 0.0015 >

0.8 0.0032 0.6434 0.0702 0.0399 0.3216 0.2396

(0.0006) (0.0741) (0.0130) < 0.8417 >

0.9 0.0032 0.6465 0.1822 0.2475 0.3246 0.3071

(0.0006) (0.0740) (0.0345) < 0.6189 >

1.0 0.0033 0.6537 0.4525 1.4562 0.3319 0.3623

(0.0006) (0.0739) (0.0872) < 0.2275 >

1.05 0.0033 0.6593 0.6831 3.3187 0.3376 0.3621

(0.0006) (0.0738) (0.1332) < 0.0685 >

1.07 0.0034 0.6615 0.7938 4.5101 0.3400 0.3518

(0.0006) (0.0738) (0.1561) < 0.0337 >

1.1 0.0034 0.6643 0.9736 6.9008 0.3428 0.3232

(0.0006) (0.0738) (0.1958) < 0.0086 >

1.2 0.0037 0.6592 1.5855 18.7295 0.3376 0.1665

(0.0005) (0.0741) (0.3894) < 0.0000 >

1.3 0.0038 0.6424 2.5087 27.632 0.3206 0.0817

(0.0005) (0.0742) (0.7808) < 0.0000 >

1.4 0.0038 0.6331 4.9303 31.262 0.3114 0.0625

(0.0005) (0.0741) (1.7439) < 0.0000 >

1.5 0.0038 0.6295 10.719 32.972 0.3078 0.0590

(0.0005) (0.0741) (4.0653) < 0.0000 >

Table 2. Estimates of CKLS Models for rt: The estima-
tion horizon for rt, the log value of growth rate of consump-
tion, is from the third quarter of 1959 to the first quarter
of 1996 (147 observations). The parameters are estimated
by the Generalized Method of Moments with standard devia-
tions in parentheses and t-statistics in < >. The R2j statistics
are computed as the proportion of the total variation of the
actual rate changes (j = 1) and their volatility (squared rate
changes) (j = 2) explained by the respective predictive values
for each γ value. The χ2 tests evaluate over-identified restric-
tions imposed by the null hypothesis (a, b, σ2) = (0, 0, 0) and
are reported with p-values and degree of freedom 1.
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계층분석법을 이용한 의사결정 요인 산정 1 

 

이 기 훈2, 강 기 훈3 

 

요 약 : 계층분석법은 Saaty(1980)가 제안한 다속성 의사결정도구로서 계층적구조, 상대적 중요도 및 

논리적 일관성 유지의 세가지 원칙을 고려하여 연구되고 있다. 계층분석법은 의사결정자의 축적된 

경험이나 지식 등을 이원 비교와 고유값 계산을 통하여 체계화함으로써 기존의 요소와 함께 정성석 

요소를 의사결정에 반영할 수 있도록 한다. 이러한 방법은 다양한 의견을 비율척도로 단일화, 정량화 할 

수 있음을 의미한다. 본 연구에서는 외주업체 선정을 위한 요인을 바탕으로 관련직종 종사자 설문을 

통해 중요 요인을 정하는 의사결정방법을 계층분석법을 활용하여 시행하고 결과를 분석하고자 한다. 

 

1. 서 론 

 

기업의 의사결정은 설정한 목표와 대비하여 그 달성도와 효율성을 

비교함으로써 행하여 진다고 할 수 있다. 따라서 의사결정에 대한 평가는 

객관적인 지표에 의해 관리되어야 할 필요성이 있다. 기존사례들은 의사결정에 

필요한 요인들의 판단을 주관적인 판단과 소수의 경험에 의해서 일방적으로 

결정되는 것이 대부분이며 따라서 어떤 요인들을 중요하게 고려하여 내려진 

결정인지, 얼마나 다양한 의견을 수렴하여 내려진 결정인지를 판단할 수 있는 

기준이 모호했던 것이 사실이다. 그러나 최근 이론적으로 소개되었던 통계적 

의사결정방법론이 기업의 의사결정과정에 도입되면서 좀 더 객관적이고 

정량적인 의사결정이 가능하게 되었다. 그 결과 의사결정에 영향을 미치는 

요인들을 찾아내고 각 요인들의 중요도를 고려하여 가중치를 부여하는 계층적 

                         
1 이 논문은 2005학년도 한국외국어대학교 학술연구비 지원에 의하여 이루어진 것임. 
2 한국외국어대학교 자연과학대학 정보통계학과 석사과정 
3 한국외국어대학교 자연과학대학 정보통계학과 교수 
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의사결정방법론에 기인한 연구가 활성화되고 있다.  

일반적으로 요인을 선정할 때 가중치의 계산방법은 이해관계자와 전문가에 

의해 작성된 설문을 토대로 조사된 설문항목의 상대적인 중요도를 비교하여 

결정하는 계층분석법(Analytic Hierarchy Process:AHP)이 많이 사용되고 

있으며, 본 연구에서도 외주업체선정(Outsourcing)을 위한 요인별 가중치를 

산정함에 있어 계층분석법을 이용하고자 한다. 

계층분석법은 Saaty(1980)에 의해 개발된 분석기법으로 국내에서는 

국책사업에 대한 예비타당성 조사에 널리 사용되고 있다. 이 방법은 

의사결정과정에서 상충되는 다수의 기준들 중 최적의 대안을 선택해야 할 때 

이를 해결하기 위한 분석의 틀을 제공해 준다. 또한 사용되는 척도는 이산형과 

연속형의 값을 모두 취할 수 있으며, 쌍별 비교의 값은 실제 측정에 의해 얻을 

수도 있고, 평가자의 상대적 선호도를 반영하는 척도 값에 의해 얻을 수도 있다. 

계층분석법을 이용한 의사결정방법에 대해서는 박용성등(2001)을 참고하여 

연구에 활용하였다. 

계층분석법을 이용한 대표적 가중치 도출방법은 Saaty(1980)의 

고유벡터법(Eigenvector Method:EV),  Takeda, Yu & Cogger(1984)의 일반 

고유벡터법(Generalized Eigenvector Method:GEM) Cogger & Yu(1983)의 

최소자승법(Least Square Method:LSM) 등 매우 다양하다. 본 연구에서는 

연구주제에 대한 가중치 산정방식으로 고유벡터법을 활용하여 가중치를 

도출하고자 한다.  

본 논문은 다음과 같이 구성되어 있다. 2장에서는 계층분석법의 특징과 

이론적 기초에 대해 고찰하고 가중치 산정 절차에 대하여 살펴본다. 3장에서는 

본 연구의 실질적인 조사를 위한 요인을 설정하고 가중치를 산정한다. 4장은 

결론을 제시하고 향후 추가 연구방향에 대한 제안으로 구성되어 있다. 

 

 

2. 계층분석법의 기초 
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2.1 계층분석법 적용의 조건 

 

계층분석은 제한된 특정의 요인들로 최적의 대안을 견주어 평가한다는데 

유용성이 있다. 질적 또는 무형적 기준(qualitative or intangible criteria)과 

양적 또는 유형적 기준(quantitive or tangible criteria)을 비율척도(ratio 

scale)를 통해 측정할 수 있다는 것이다. 또한 문제해결의 핵심 사안이 되는 

가장 본질적인 문제를 점차적으로 작은 요소로 분리함으로써 단순한 쌍별비교에 

의한 판단만으로도 문제해결을 가능하게 한다는 것이다. 따라서 이러한 이론적인 

논리가 성립하기 위해서는 몇 가지 조건을 만족해야 한다. 

첫째, 역수관계(reciprocal comparison)가 성립하여야 한다는 것이다. 즉 

의사결정자는 반드시 두 대상에 대한 쌍별비교가 가능해야 하고 그 중요성의 

정도를 나타낼 수 있어야 하며, 이때 중요성의 정도는 반드시 역조건을 

만족시켜야 한다는 것으로, a 가 b 보다 x 배 중요하다면, b 는 x 보다 x/1  배 

중요시 되어야 한다는 것이다. 

둘째, 동질성(homogeneity)을 갖도록 하여야 한다. 이는 문제의 중요성 

정도는 한정된 범위내에서의 정해진 척도를 통해 표현되어야 한다는 것이다. 

그러나 만약 특정계층에 포함된 문제들이 이질적이라면 정해진 척도만으로 

표현한다는 것이 어렵거나 불가능할 수 있다. 

셋째, 독립성(independence) 조건을 만족하여야 한다. 이는 상대적 중요도를 

평가하는 요인들은 특성이나 내용 측면에서 서로 관련성이 없어야 한다는 것을 

의미한다. 만약 평가하는 요인들간의 독립성이 확보되지 않으면 평가결과가 

중복된 정보를 갖는 것으로 판명되어 중요도는 객관성과 신뢰성을 잃게 된다. 

넷째, 기대성(expectation)을 만족하여야 한다. 이러한 의미는 계층구조는 

의사결정에 필요한 모든 사항들을 완전하게 포함하는 것으로 가정하고 분석을 

하여야 한다는 것이다. 즉 본질적인 문제해결을 위한 최하위계층에서부터 

최상위계층간에는 의사결정과 관련된 모든 다양한 정보를 반영할 수 있도록 
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하여야 한다는 것이다. 

 

2.2 계층분석법을 이용한 가중치 계산 절차 

 

1) 브레인스토밍(brainstorming) 과정 

브레인스토밍은 계층구조를 설정하기 위하여 평가의 목표를 명확히 하고 

평가에 중요한 요인들을 도출하기 위하여 관련자들 또는 전문가들의 의견을 

열거하고 수렴하는 과정이다.  

 

2) 계층구조화 과정 

계층구조를 설정한다는 것은 해결하고자 하는 문제의 요소들을 동질적인 

집합으로 군집화하고 이 집합을 이 집합들의 상하관계를 설정하여 계층화하여 

배열하는 과정이다.  

 

3) 가중치 산정 및 일관성 검증 

계층분석법에서는 요인들을 두 개씩 뽑아 쌍별비교를 한다. 쌍별비교를 통한 

상대측도 평가에는 신뢰할만한 평가척도가 필요한데 일반적으로 Saaty(1990)가 

제안한 9점 척도를 기본형으로 이용하고 있다. 쌍별비교를 통하여 두 요인간 

상대적 중요도의 측정결과를 종합하여 요인들간 상대적 가중치를 계산한다. 

의사결정자의 한 수준에서 n 개의 평가요인에 대하여 2Cn 개의 쌍별비교를 

수행하면 실제적인 상대적 가중치를 계산할 수 있고, 이를 이용하여 쌍별비교 

행렬 A를 구성할 수 있다. 

여기서 행렬 A 의 최대고유치(Maximum eigenvalue)를 max 라 하면 행렬 

A 의 기수적 일관성을 검증하는 측도인 적합도(Consistency Index : CI )를 

다음과 같이 생각할 수 있다. 
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1.0CI 정도이면 비교행렬 A 의 적합도는 양호하다고 말하며, 기준값은 

Saaty(1990)의 연구에 의한 경험치로써 제시되었다.  

 

4) 평가 및 환류과정(feedback) 

평가는 각 요인들을 기준으로 대안에 대한 선호도나 중요도를 점수로 

부여하는 과정이다. 평가요인별 측정결과를 가중치에 곱하여 합한 값이 대안별 

종합평점이 된다. 환류과정은 계층분석법의 유용성을 높이는 특성이다. 

검토과정의 주안점은 응답일관성이 낮은 응답자에게 비일관성에 관한 정보를 

다시 제공하여 의사결정을 다시 수행하도록 함으로써 의사결정의 비일관성을 

줄여나가는데 있다.  

 

3. 사례적용 및 분석모델 

 

3.1 평가요인 선정 

 

계층적분석방법의 실증적 분석사례로 Loh and Venkatraman(1995)과 

Department of Information Resources(1998)의 외주업체 선정요인을 근거로 

협업에 근무하는 실무자의 의견을 참조하여 12개의 요인을 선별하였다. 본 

연구에서는 상위계층인 통제적요인, 경제적요인, 기술적요인, 관계적 요인을 

분리하여 대표값을 제시하는 것을 배제하고 총 12개 요인에 대한 전체 가중치 

산정을 목표로 한다. 선정된 요인의 해당되는 정의는 [표1]과 같다.  
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[표1]외주업체 선정 요인 

요인분류 세부 요인 정의 

 

통제적 

요인 

 

시스템 의존성 
시스템에 관련한 전반적인 업무가 

업체에 종속 

개발방법론에 대한 업체의 

고집 

시스템 개발방법론에 대한 업체의 

영향력 증대 

정보의 유출 
업체가 기업의 중요한 정보를 별 통제 

없이 경쟁 기업이나 외부에 유출 

 

경제적 

요인 

 

업체 교체 시 추가비용 발생 

업체 교체를 위한 교섭 활동이나 기존 

시스템 제거 및 새로운 시스템 설치로 

인해 추가 비용이 발생 

 

돌발적 비용 발생 

 

계속적인 환경변화와 예상치 못했던 

돌발적 상황 발생으로 인해 추가적인 

비용 요구 

이익보다 투입비용과다 
외부업체를 통해 달성하게 될 

이익보다 투입비용이 더 많이 요구 

 

기술적 

요인 

 

실질적 절감효과의 예측  

어려움 

외주의뢰을 통한 실질적 절감효과의 

예측기술 부족으로 도입 여부를 위한 

충분한 분석이 어려움 

업체의 기술 측정 

어려움 

업체 기술력의 객관적인 측정기술 

부족으로 우수한 서비스를 제공할 

업체를 선정하지 못함 

업체 성과측정도구 부족 

업체 성과 측정도구 부족으로 업체 

능력에 대한 올바른 평가가 수행되지 

못함 

 

관계적 

요인 

 

환경변화에 대한 유연성  

상실 

계약체결 및 정보시스템 설치 완료 후 

환경 변화로 인한 계약이나 설비의 

변경에 유연성 있게 대처하기 어려움 

업체의 불성실한 협력 

경험 및 기술력 부족이나 

불성실성으로 인해 업체가 계약 체결 

시 약정했던 사항들을 충실히 

이행하지 못함 

공통적 지식 결여 

기업과 업체간에 공통적인 지식의 

부족으로 업무의 진행 및 의사소통이 

어려움 
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3.2 조사대상 및 설문지 구성 

 

본 연구에서는 12개의 외주업체 선정요인에 대한 가중치를 산정하여 업체 

선정 시 고려해야 할 요인의 중요도를 평가하는 것을 목적으로 한다. 설문은 

㈜풀무원, 삼성SDS, 삼성네트웍스, 한국IBM, Dell 코리아 등에서 IT업무를 

담당하고 있는 실무자 60인을 통하여 이루어졌으며, 이중 52부(85%)가 

회수되었고 앞서 언급한 것과 같이 CI값이 기준을 만족하는  응답만을 신뢰성 

있는 응답으로 간주하였다. 이에 따라 총 52부 중 38부(78%)만이 선정요인 

가중치분석에 사용되었다. 설문지는 아래 [그림1]과 같이 9점 척도를 부여하여 

더 중요하다고 판단하는 요인에 대해 그 상대적 중요도를 비교할 수 있도록 

작성하였다  

 

[그림1] 설문지 예문 

요 인 
상대적 중요도 

요인 
←중요도           동일             중요도→ 

업체시스템에 

대한 의존성 
⑨⑧⑦⑥⑤④③② ① ②③④⑤⑥⑦⑧⑨ 

개발방법론에 

대한  업체 

의지 

 

 

3.3 요인의 계층화 

[표1]을 기준으로 하는 4개의 상위계층과 12개의 하위계층을 구조로 하는 

계층구조화는 다음 [그림2]와 같다. 이는 하위 3개 요인의 가중치가 상위 

요인의 대표값으로 산정되어 대체안 결정 시 상위계층에 대한 가중치를 

중심으로 요인을 적용하게 되어 세부요인의 가중치가 상쇄되는 단점이 있다. 
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[그림2]요인 계층화 

 

 

3.4 쌍별 비교행렬의 구성 

 

12개 요인에 대한 일대일 비교에 대한 결과값은 총 212C 개가 생성되며 이를 

통해 다음[그림3]과 같은 비교행렬을 구성할 수 있다. 

 

[그림3]비교행렬의 구성 

-----------

--

-

----

---

----------

-------

------

-----

--------

- ----- ---

-----------

--

-

----

---

----------

-------

------

-----

--------

- ----- ---

1s 2s 3s

1s

2s

3s

11 / ss

22 / ss

33 / ss

11 / uu

21 / ss 31 / ss
11 /us 21 / ws

21 / us 31 / us
11 / vs

21 / vs 31 / vs
11 / ws 31 / ws

32 / ss
12 / us 22 / us

32 / us
12 / vs 22 / vs 32 / vs

12 / ws 22 / ws 32 / ws

13 / us 23 / us 33 / us
13 / vs 23 / vs 33 / vs 13 / ws 23 / ws 33 / ws

21 / uu
31 / uu

11 / vu 21 / vu 31 / vu
11 / wu 21 / wu 31 / wu

1u 2u 3u
1v 2v 3v

1w 2w 3w

1u

2u

3u

1v

2v

3v

1w

2w

3w

22 / uu 32 / uu 12 / vu 22 / vu 32 / vu
12 / wu 22 / wu 32 / wu

33 / uu 13 / vu 23 / vu 33 / vu 13 / wu 23 / wu 33 / wu

11 / vv
21 / vv 31 / vv

11 / wv 21 / wv 31 / wv

22 / vv 32 / vv
12 / wv 22 / wv 32 / wv

33 / vv 13 / wv 23 / wv 33 / wv

11 / ww 21 / ww 31 / ww

22 / ww 32 / ww

33 / ww
 

통제적요인 경제적요인 기술적요인 관계적요인

시스템의존성

개발방법론에
대한업체고집

정보의유출

업체교체 시
추가 비용발생

돌발적비용
발생

이익보다투입
비용과다

실질적절감효과
예측어려움

업체의기술력
측정 어려움

업체성과측정
도구 부족

환경변화의
유연성결여

업체의불성실한
협력

공통적지식결여

업체A

통제적요인 경제적요인 기술적요인 관계적요인

시스템의존성

개발방법론에
대한업체고집

정보의유출

업체교체 시
추가 비용발생

돌발적비용
발생

이익보다투입
비용과다

실질적절감효과
예측어려움

업체의기술력
측정 어려움

업체성과측정
도구 부족

환경변화의
유연성결여

업체의불성실한
협력

공통적지식결여

업체B 업체C

------- 1계층(상위계층)

------- 2계층(하위계층)

통제적요인 경제적요인 기술적요인 관계적요인

시스템의존성

개발방법론에
대한업체고집

정보의유출

업체교체 시
추가 비용발생

돌발적비용
발생

이익보다투입
비용과다

실질적절감효과
예측어려움

업체의기술력
측정 어려움

업체성과측정
도구 부족

환경변화의
유연성결여

업체의불성실한
협력

공통적지식결여

업체A

통제적요인 경제적요인 기술적요인 관계적요인

시스템의존성

개발방법론에
대한업체고집

정보의유출

업체교체 시
추가 비용발생

돌발적비용
발생

이익보다투입
비용과다

실질적절감효과
예측어려움

업체의기술력
측정 어려움

업체성과측정
도구 부족

환경변화의
유연성결여

업체의불성실한
협력

공통적지식결여

업체B 업체C

------- 1계층(상위계층)

------- 2계층(하위계층)

1s

2s

3s

1u

2u

3u

1v

2v

3v

1w

2w

3w
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3.5 가중치 도출 

 

계산에서 1212 행렬의 고유치를 포함한 가중치를 구하는 것은 계층분석 

알고리즘을 지원하는 소프트웨어인 Expertchoice(이하 E.C) 버전11을 

이용하였다. E.C는 다중의사결정 알고리즘과 계층적 의사결정알고리즘을 

지원하며 설문 평가에 사용한 Saaty의 9점 척도와 동일한 사용자 인터페이스를 

지원한다. EC는 현재 60여 개국 정부와 주요기관에서 국가의 국책산업 타당성 

평가 등에 20,000여 개가 넘게 사용되고 있으며 국내에서도 관공서, 교육기관, 

기업체에서 BSC(Balanced Score Card)등의 성과측정관리, KPI(Key 

Performance Indicator)측정관리, 예비타당성분석 품질관리, 미래예측, 

리스크관리 분야에서 널리 활용하고 있다. 자세한 내용은 E.C 코리아 공식 

홈페이지(www.expertchoice.co.kr)에서 확인 할 수 있다. E.C를 활용한 각 

가중 요인별 비교 화면은 [그림4]와 같다. E.C의 계층분석절차를 이용한 

외주업체 결정을 위한 가중치 산정에 대한 결과는 [표2]와 같이 계산되었다. 이 

결과를 E.C에서 제공하는 그래프로 나타낸 것이 [그림5]이다. 

 

[그림4]Expertchoice 화면 

 



이 기 훈, 강 기 훈 

 

 

10 

 

[표2]요인 별 가중치 결과 

요인 분류 세부 요인 가중치 순위 

통제적요인 

시스템 의존성 0.091 4 

개발방법론에 대한 업체 고집 0.056 8 

정보의 유출 0.062 6 

경제적 요인 

업체 교체 시 추가 비용 발생 0.135 2 

돌발적 비용 발생 0.155 1 

이익보다 투입비용 과다 0.117 3 

기술적 요인 

실질적 절감효과의 예측어려움 0.063 5 

업체의 기술측정 어려움 0.055 9 

업체 성과 측정도구 부족 0.059 7 

관계적 요인 

환경변화에 대한 유연성 상실 0.035 12 

업체의 불성실한 협력 0.051 10 

공통적 지식결여 0.037 11 
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[그림5] 결과 그래프 

Synthesis with respect to : 외주업체 선정 요인

Consistency ratio = .08  

s1; 0.091

s2; 0.056
s3; 0.062

u1; 0.135
u2; 0.155

u3; 0.117

v1; 0.063
v2; 0.055

v3; 0.059
w1; 0.035

w2; 0.051
w3; 0.037

Synthesis with respect to : 외주업체 선정 요인

Consistency ratio = .08  

s1; 0.091

s2; 0.056
s3; 0.062

u1; 0.135
u2; 0.155

u3; 0.117

v1; 0.063
v2; 0.055

v3; 0.059
w1; 0.035

w2; 0.051
w3; 0.037

 

 

[그림5]의 최종 결과에 의하면 비용에 대한 부분이 외주업체선정 시 가장 

중요하게 고려하는 요인임을 알 수 있다. 산정된 가중치는 실제 외주업체선정 시 

업체별 평가치에 반영되어 의사결정자료로 활용할 수 있다. 여기서 주의할 점은 

[표1]의 요인정의에서와 같이 그 정의가 음(Negative)으로 가는 평가치와 

비례한다는 점이다. 즉 실제 가중치를 평가치에 반영한 후 도출된 최종 결과값이 

작을수록 업체선정 시 유리한 평가를 받을 수 있다. 

 

4. 결 론 

 

본 연구에서는 정성적 정보에서 정량화된 결과를 도출할 수 있는 

계층분석법을 외주업체 선정을 위한 가중치 선정에 적용하였다. 그 결과 업무 

담당자들의 설문결과에서 이원비교를 통해 정량화된 결과치를 얻었다. 응답자의 

경험과 지식을 구조적으로 적용할 수 있는 계층분석법은 기존 추정방법을 한 

단계 향상하는 방법이다. 이렇게 효과를 낼 수 있는 가장 큰 이유는 
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계층분석법이 가지고 있는 다음과 같은 특징 때문이다.  

첫째, 문제에 영향을 미칠 수 있는 중요한 절차를 확인한다. 이러한 과정을 

통해 응답자는 중요한 요소를 빠짐없이 나열하고 분류함으로써 문제에 보다 

논리적으로 접근할 수 있다. 

둘째, 요인의 상대적 중요도를 산출한다. 즉, 가중치를 계산해 낼 수 있게 

함으로써 문제의 상대적 중요도가 좀더 높은 요소의 비중을 높여 의사결정 할 

수 있도록 한다. 

셋째, 응답자가 좀더 논리적 일관성을 가질 수 있도록 검증하는 절차인 

일관성 확인과정을 거친다.  

이상과 같이 계층분석법의 적용은 응답자들의 경험치와 전문지식을 정량화 

시켜 작은 오차내에서 차기 비즈니스환경의 대한 예측과 중요도 선정을 수행할 

수 있음을 본 연구에서 확인할 수 있었다. 그러나 다양한 가중치 산정방법과의 

비교분석, 요인 독립성에 대한 타당한 검증은 향후 풀어야 할 과제로 남겨져 

있다. 

최종적으로 외주 업체 선정 시 산정한 가중치를 최대한 효율적으로 활용하기 

위해서는 객관적이고 정량적인 자료에 대한 신뢰와 투명한 선정과정 확보가 

수반되어야 할 것이다.   

 

5. 참고문헌 

 

[1] Saaty, T.L.(1980). The Analytic Hierarchy Process. New 

York:McGraw-Hill 

[2] Saaty, T.L. (1990). Decision Making for Leaders, 
nd2 Edition, RWS 

Publications. 

[3] 박용성, 박태근(2001). 계층분석법을 위한 의사결정론, 자유아카데미 

[4] Cogger, K.O. & Yu, P.L. (1983). Eigen Weight Vectors and Least 



계층분석법을 이용한 의사결정 요인 산정 

 

13 

Distance Approximationfor Revealed Preference in Pairwise Weight Ratios, 

School of Business, University of Kansas, Laurence, Kansas. 

[5] Loh, L. & Venkatraman, N. (1995). Determinants of Information 

Technology Outsourcing : Cross Sectional Analysis, Journal of Management 

Information System, Vol.9, No. 1, 7-24. 

[6] Department of Information Resources (1998). Outsourcing Strategies, 

Austin Texas. Available at http://www.dir.state.tx.us/oversight/outsouring/ 

 



- 1 -

(1) Title of article :

Modified K-dV Theory of Non-monotonic Double Layers in a

Plasma with Negative Ions

(2) Name(s) and Author(s) :

S.S. Kim(*.**), T.H. Kim(*)

(3) Address(es) and Establishnet(s) :

(*) Manmin Research Center,

851 Guro-dong, Guro-gu, Seoul, South Korea

(**) Basic Sci. Institute, Hankuk Univ. of Foreign Studies,

270 Imun-dong, Dongdaemun-gu, Seoul, South Korea

(4) PACS : 52.35Mw, 52.35Sb.

(5) Email : sskim1113@empal.com ; thkim828@empal.com

Abstract

The analytic solution for the time stationary non-monotonic double layers in a

plasma with negative ions is presented. This solution is the analytic extension

of the monotonic double layer and the solitary hole. We have derived the

modified Korteweg-de Vries (mK-dV) equation in plasmas, taking account of

negative ion effects. The effects of negative ion and density on the properties of

the non-monotonic double layer are discussed.
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1. Introduction

Nonlinear double layers (DLs) are of interest in many areas of plasma

physics, e.g., auroral and solar physics, intense beam production, plasma

processing, and laser fusion[1-12]. Often the observed nonlinear double layer

exhibits a potential spatial profile having a potential depression on the low side.

Such a non-monotonic double layer (NDL) is actually a localized region of three

sheets of alternating charge sign and thus includes subregions of oppositely

directed non-monotonic electric fields[1-7]. It is increasingly clear that even the

straightforward non-monotonic double layer (NDL) structure can evidence

complex nonlinear characteristics, as exhibited many ways in both simulations

and experiments.

The S3-3 and Viking satellites have shown the presence of DLs in the

auroral plasma [4.,6,13,14]. Space research has revealed the existence of the

negative ions. In the ionosphere the negative ions may be of the type O- or

O-
2 , as reported [15]. Also, negative ion plasmas are found in the lower

atmosphere D layer [16], and in F region of the ionosphere [17] from artificial

production by injecting SF 6 vapor. Several authors have theoretically [18-19]

and experimentally [2,6,18-22] investigated the various aspects of a plasma with

negative ions. Satellite observations have also shown that two electron

components are common in the auroral regions [2,13,14]. In a potential structure

of ion acoustic type, the Viking satellite have found NDL rather than solitary

waves or monotonic double layer (MDL). Therefore, a consideration of NDL add

interest to a theoretical works. During the past few years, much attention has

been paid by physicists to the investigation of propagating double layer in a

multi-species plasma having electrons, positive ions, and a significant

concentration of negative ions.

Despite the by-now extensive theoretical works for the nonlinear solitary

waves [23-26] in a plasma with negative ions, theoretical work on NDL has not
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been studied to the author's knowledge in a plasma with negative ions.

In this paper, we present the propagating self-consistent analytic NDL

solution, which includes MDL and solitary hole, associated with a set of

nonlinear eigenvalue conditions in a plasma with negative ions. The modified

Korteweg-de Vries (mK-dV) equation is derived by the usual reductive

perturbation method from the basic equations, taking account of negative ion

effects.

2. Basic Equations

The basic equations, governing the motion for possible ion-acoustic waves in

cold collisionless plasma consisting of both positive and negative ions are

considered as follows:

For positive ions

(n i ) t+(n ivi) x=0 , (1)

(vi ) t+vi(vi ) x=-φ x ,

(2)

For negative ions

(n j ) t+(n jvj) x=0 , (3)

(vj ) t+vj(vj ) x= ( 1
R )φ x , (4)

and the Poission equation

φ xx=n e+n j-n i , (5)
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where the subscript i, j and e stand for positive ion, negative ion and electron,

respectively, and R=m j/m i denotes the negative ion to positive ion mass ratio.

The physical quantities appearing in these equations are normalized as the

densities n i , n j and n e by equilibrium electron density n 0 , time by the

inverse of the characteristic ion plasma frequency ω-1
p i = (m i/4πn 0e

2) 1/2 , the

velocities vi and vj by the ion-acoustic speed C s= (T e/m i)
1/2 , the distance

x by the electron Debye length λD = (T e/4πn 0e
2) 1/2 and the electric

potential φ by T e/e . Here T e represents the electron thermal temperature. All

variables are considered in the x direction for one dimensional propagation.

An important class of NDL jumps from φ(x→-∞) = ψ 1 to

φ(x→+∞) = ψ and has a potential minimum φ(xm) = 0 on the low side.

Having described a somewhat general formulation of NDLs, we now proceed to

illustrate it with a concrete example. Considering the following modified

Schamel-type electron distribution [5,7,27] (the regular Schamel distribution

function [28-30] used to describe phase space holes and monotonic double layers

cannot give rise to NDLs):

f e =
1
2π

exp [- 1
2 ( sgn (v) ε -v2

d )]Θ(ε)

+
1
2π

exp (-v2
d/2)[ g±

2
( 1±sgn (x-xm) ) exp [-(β ±ε)]]Θ(-ε) (6)

where ε = v2 - 2 φ , φ ≥ 0 and Θ is the Heaviside step function. The first

component of right-hand side is the free (or untrapped) group of electrons.

They make up the bulk of the electrons. The electron drift velocity vd is

normalized to the free (or untrapped) electron thermal velocity T e/m e . The

second component is the reflected (or trapped) group of electrons. They

populated regions either x> xm or x< xm on each side of the NDL, and cannot
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communicate with each other; therefore, we have introduced two separate

trapping parameters ( β+ and β- ) that represent effective inverse temperatures

and two density normalization constants ( g+ and g- ) for them. Here

β ± and g± are positives. Electrons can have different densities depending on

the sign of ( x-xm ). sgn (x-xm) is the constant of motion for all the

reflected particles. It turns out that this is constant of motion plays an

important role in constructing non-monotonic potential structures [5,7,27,31-32].

Because we are solving the time stationary Vlasov equation, it follows that the

current density is uniform in space.

From the electron distribution functions given above, the corresponding density

for electrons can be found by simple velocity-space integrations as follows

n e(φ) = exp (-
v2
d

2
)( I (

v2
d

2,
φ)+

g±
2

[1±sgn (x-xm)]T ±(β ±,φ) ) , (7)

where I and T are defined as follows

I (
v2

d

2
,φ) =

2
π
⌠
⌡

∞

0
dV [ V

v2+2φ
exp (-V2/2) cosh (Vvd)] ,

(8a)

T(β ±,φ) =
1

β ±
exp(β ±φ) er f ( β ±φ ) with β ± > 0 , (8b)

T(β±,φ) =
2

π |β ±|
exp (-|β± |φ)

⌠
⌡

|β ± |φ

0
dy expy2 with β ± < 0 , (8c)

where the er f represents the error function.

3. Modified Korteweg-de Vries Equation

We now follow the reductive perturbation technique and construct a nonlinear
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theory for the NDLs with small but finite amplitude. The NDL leads to a

scaling of the independent variables through the stretched variables

ξ = δ 1/2(x-v0 t ) , τ = δ 3/2v0t where δ is a small parameter measuring the

weakness of the dispersion, v0 is the phase velocity of the wave in ( x,t)

space and the phase velocity is normalized to unity for the quasi-equilibrium

plasma state.

For small amplitudes ( φ << 1 ) and β ± > 0 and β ± < 0 , assuming the electrons

to be in a quasi-equilibrium ( n e≃n i - n j) with the low frequency ion acoustic

wave, we may expand the electron density as

n e = 1 +δ 2 n e

+δ 3/2 2

π
exp (-

v2
d

2
){ 1

2
g±[1+sgn(x-xm)]-1}φ 1/2 -

1
2
Zr '( v2

d

2 ) φ

+ δ 1/2 4
3 π

exp (- v2
d

2 ) { g±
2

[1+sgn(x-xm)]β ±+v2
d -1}φ 3/2

+
1
2
G( v2

d

2 )φ 2 +..., (9)

where n e is some constant which depends on a boundary condition, vd is the

electron drift velocity and G(v2
d/2) = exp (-v2

d/2)+3/(v4
d ) for vd≫ 1 is a

monotonically decreasing function of vd , with G(0) = 1 . The function

Zr '(x) represents the real part of the derivative of the complex plasma

dispersion function and has the following expansions:

-
1
2

Zr '(x)= 1- 2x2 [1- (2x2 )/3+... , |x |≪ 1,

(10a)

-
1
2

Zr '(x)=-
1
x0

(x-x0)+ (x-x0)
2+... , |x-x0|≪1 and x0 = 0.924 ,
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(10b)

A class of ion acoustic solutions is obtained by demanding electron drifting

velocities in the range: vd << 1 . In this case the function of Zr '(x) and

G(x2) are give by

-
1
2

Zr '( vd

2 ) =1-v2
d [1- v2

d

3
+...]≃ 1,

(11a)

G( v2
d

2 ) ≃ 1 . (11b)

By using reductive perturbation theory, we expand n i, n j,vi,vj and φ in

powers of small parameter δ about the quasi-equilibrium state as follows :

n i = n i0+ δn
( 1)
i + δ 2n ( 2)

i + ..., (12a)

n j = n j0+ δn
( 1)
j + δ 2n ( 2)

j + ..., (12b)

vi = δv( 1)
i + δ 2v( 2)

i + ..., (12c)

vj = δv( 1)
j + δ 2v( 2)

j + ..., (12d)

φ = δφ ( 1) + δ 2φ ( 2)+ ... . (12e)

From the above set of equations, we obtain the following the set of coupled

equations by using reductive perturbation expansion:

-v0 (n
( 1)
i ) ξ+n i0(v

( 1)
i ) ξ=0,

(13a)

v0(n
( 1)
i ) τ-v0(n

( 2)
i ) ξ+n i0(v

( 2)
i ) ξ-n ( 1)

i (v( 1)
i ) ξ+v( 1)

i (n ( 1)
i ) ξ=0, (13b)

-v0 (v
( 1)
i ) ξ+(φ ( 1) ) ξ=0, (13c)
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v0(v
( 1)
i ) τ-v0(v

( 2 )
i ) ξ+vi(v

( 1)
i ) ξ+φ

( 2)
ξ =0, (13d)

-v0 (n
( 1)
j ) ξ+n j0(v

( 1)
j ) ξ=0, (13e)

v0(n
( 1)
j ) τ-v0(n

( 2)
j ) ξ+n j0(v

( 2)
j ) ξ-n ( 1)

j (v( 1)
j ) ξ+v( 1)

j (n ( 1)
j ) ξ=0, (13f)

-Rv0 (v
( 1)
j ) ξ+(φ ( 1) ) ξ=0, (13g)

Rv0(v
( 1)
j ) τ-Rv0(v

( 2)
j ) ξ+Rvj(v

( 1)
j ) ξ-φ

( 2)
ξ =0,

(13h)

n ( 1)
i -n ( 1)

j = φ ( 1), (13i)

φ ( 1)
ξξ = n e+ φ

( 2)-n ( 2)
i +n ( 2)

j

+
2

π
{ 1
2
g±[1+sgn(x-xm)]-1}(φ ( 1) ) 1/2

+
4

3 π
{ g±

2
[1+sgn(x-xm)]β ±-1}(φ ( 1))

3/2
+ (φ ( 1))

2
. (13j)

From Eqs.(13a),(13c),(13e) and (13g), it follows n ( 1)
i =(n i 0/v

2
0)φ

( 1) ,

v( 1)
i =(φ ( 1)/v0)+1 , n ( 1)

j =-(φ ( 1)/Rv2
0 )n j 0 and v( 1)

j =-(φ ( 1)/Rv0 )+1

under the boundary conditions n i( j)
( 1)=0, vi( j)

( 1)=1 at |ξ|→∞ and φ ( 1)=0.

Here the phase velocity v0 can be expressed as

v2
0(1-r ) = ( 1 +

r
R ) (14)

where r = n j 0/n i 0 so that n i 0 = 1/ (1- r ) .

We obtain the following modified K-dV equation for the non-monotonic

double layers from the above set of equations, eqs. (13)-(14), after a certain

amount of algebra:

0 =
1

ψK2

∂φ ( 1)

∂τ
+

1

2ψK2

∂ 3φ ( 1)

∂ξ 3
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-
∂
∂ξ [ ( 1-a 2

s)
2+6a s(1-a 2

s)( φ
ψ

)
1/2

+ {4(3a 2
s-1)-

M
K2 }( φ

ψ
)-10a s( φ

ψ
)
3/2

+3 ( φ
ψ

)
2

] ,
(15)

where M represents the velocity of non-monotonic double layers and ψ > 0 .

Here we have defined

ψ =
( ψ 1+ ψ ) 2

4
, a s=

ψ - ψ 1

ψ 1 + ψ
> 0 , K2 = μψ

6
> 0 . (16)

And ψ , a s and K are related to our system parameters as follows:

(n e -
1
2 )=4 ψK2 ( 1-a 2

s)
2 , (17a)

1

π
{ 1
2
g±[1+sgn(x-xm)]-1} = ± 12 ψK2 a s(1-a 2

s) , (17b)

S 1 = M-4K2(3a 2
s-1) , (17c)

2
3 π

{ g±
2

[1+sgn(x-xm)]β ±-1} =∓20K2
a s

ψ
, (17d)

μ=
1
4

+
3
4

S 2. (17e)

For convenience, we have defined the following nonlinear coefficients S 1 and

S 2 :

S 1 = ( n j 0

R
+n i 0)

(18a)

S 2 = ( n j 0

R 2 -n i 0) (18b)

The propagation equation of the non-monotonic electron double layer can also

be obtained similarly by using the non-monotonic electron hole double layer
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boundary conditions: it is given simply letting ψ → -| ψ | < 0 .

4. The Stationary NDL Solution and Discussion

Using the new transformation χ = ξ- Mτ , one can easily obtain the following

the Sagdeev potential from eq. (15) after a certain amount of algebra:

1
2
(φ χ )

2 = -V (φ) , (19a)

where

V(φ) = Aφ+B ±φ
3/2+Cφ 2+D ±φ

5/2+Eφ 3 ,

(19b)

Here A,B ±,C, D ± and E are given as follows:

A =2 ψK2 (1-a 2
s)

2 =
1
3
ψ 1ψ μ , (20a)

B ±=±12 ψK2 a s(1-a 2
s)= ± ψ 1 ψ ( ψ 1 - ψ)μ, (20b)

C =4K2(3a 2
s-1)=

2
3
(ψ 1+ψ-4 ψ 1 ψ)μ , (20c)

D ±=∓20K2 a s

ψ
= ∓

1
6
( ψ 1- ψ)μ , (20d)

E =
6K2

ψ
. (20e)

A general double layer solution may be found by considering the following

nonlinear eigenvalue conditions [5,8,27,31-32]:

(i) To impose charge neutrality at χ= ±∞ , we require that the right hand

side of eq. (19a) should vanish at the boundaries φ= ψ 1, ψ .

(ⅱ) Existence of the double layer requires that the Sagdeev potential be
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identically zero at φ= 0, ψ 1 ,ψ , so that the electric field equals zero outside

the double layer.

(ⅲ) An additional condition on the Sagdeev potential is V(φ) < 0 for

0 < φ < ψ 1 , 0 < φ < ψ .

Here it is important note that the Sagdeev potential should be a double

valued function of φ for 0 < φ < min (ψ 1, ψ ) in order to obtain the

non-monotonic double layer solution, while the monotonic double layer solution

and the solitary hole solution require the single valuedness of Sagdeev

potential.

The corresponding non-monotonic double layers solution of eq.(19) in a

plasmas with a negative ions at the low potential side, is given by

φ ( ξ,τ) = ψ {a s+ tanh K ( ξ-Mτ) } 2 . (21)

where ξm is given by the equation φ ( ξm-Mτ,0) = 0 and the inverse scale

length is given by K = {M-S 1}/{4(3a
2
s-1) } . Here it should be note that

the velocity of NDLs can be M > S 1 or M < S 1 depending on parameter a s :

our NDL velocity is M > S 1 for a 2
s > 1/3 and for a 2

s < 1/3 the NDL velocity

is M < S 1 . For the constant inverse scale length K , NDL velocity M is

decreased as mass of the heavier negative ions is increased (Fig.1), and is

decreased as density of the negative ions is increased (Fig. 2) in a plasma. It

was shown by figures. In the case of small amplitude, our theoretical expansion

was shown that the inverse scale length proportional to the propagating velocity.

The result agrees qualitatively with the result of computational works [31-32].

Knowing the general solution, we can now the examine the various boundary

conditions, which satisfy self-consistently all the relations to give rise to the

corresponding DL and solitary hole solutions. If we were to set

ψ 1 = 0 or ψ = 0 in eq.(16), then we would obtain the monotonic double layer
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solution (especially a s = ±1 ): one can show that this is the nonlinear version of

slow ion acoustic wave, by considering the small amplitude limit of our system.

In this case our Sagdeev potential is a single valued function of φ and satisfies

the MDL eigenvalue condition. By looking at eq.(17), we see that the boundary

condition n e =1/2 can satisfies A = B±= 0 which is one of the existence

conditions for the MDL solution. Similarly, the condition a s= 0 ( or ψ 1 = ψ )

corresponds to the solitary ion hole solution. But now for the more general

condition |a s | < 1 give rise to the double valued Sagdeev potential and the

above solution eq.(21) represents the NDL, which accompanies an ion hole at

the low potential side: in this case we should have the boundary condition

n e≠ 1/2 . Therefore, we may call a s as the asymmetry parameter. From

eq.(21), we see that the existence of the NDL, with a potential depression at the

low potential side, requires n e > 1/2 in order to have a positive curvature at

φ= 0 . It should also be note that the condition |a s | > 1 corresponds the case of

monotonic electron double layer solution: in this case we have the different

definitions for ψ and a s , which are obtained by changing ψ into - ψ in

eq.(16). : the roles of electrons and ions are interchanged compared with earlier

NDL.

In conclusion, we have presented the modified K-dV theory of non-monotonic

double layers in a plasma with negative ions. We emphasize that the present

result will provide us with useful physical understanding of the properties of

various nonlinear double layers in a plasma with negative ions. In addition, this

simple model on NDL will provides us with an important view in understanding

the recent space observations and simulations results of different kind of ion

holes in a plasma with negative ions.
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Figure Captions

Figure 1. The inverse scale length ( K ) versus propagating velocity (M ) for

different values of the ratio ( R ) of the negative ion to positive ion

mass and a constant value of the asymmetry parameter ( a 2
s = 2/3 ).

Figure 2. The inverse scale length ( K ) versus propagating velocity (M ) for

different values of the negative ion density ( n j 0 ) a constant value of

the asymmetry parameter ( a 2
s = 2/3 ).



- 16 -

Figures :
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Nonlinear propagating double layers and solitary holes 

in weakly relativistic magnetized plasma 
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ABSTRACT : A theoretical investigation is carried out for understanding the properties of Nonlinear propagating 

nonlinear double layers in weakly relativistic magnetized plasma. By using the Sagdeev's pseudo-potential method, 

we have found that the nonlinear propagating double layer solution and that there is relation among the amplitude, 

the inverse scale length, the relativistic effects and the effects of obliqueness. It is shown that the double layer is 

nonlinear extension of the solitary hole having negative trapping parameter in weakly relativistic magnetized plasma. 

 

1. Introduction  

 

The formation and existence of nonlinear double layers and solitary holes in a variety of 

plasmas have been important subject of investigation in plasma physics [1-11]. The concept 

of the existence of these two structures is also a generic concern about the rules governing 

allowable transitions between regions of two (or more) different collisionless plasmas. In 

many simulations and experiments, it has been reported that the critical surface structures in 

laser-produced plasmas is an important subject for laser-fusion system [12]. Satellite 

measurements of a field aligned potential in the auroral region signatures that are especially 

consistent with the nonlinear double layers and nonlinear solitary holes, having the 

characteristic potential depression at the low potential side (or a bump on the high potential 

side)[4].  

In nonlinear wave studies the propagation of nonlinear double layers and solitary holes is 

important as is describes the characteristics of the interaction between the waves and plasmas. 

Various kinds of nonlinear waves occur in relativistic plasmas and thus relativistic 
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electromagnetic waves have been studies as subjects of laser-plasma interaction [13] and 

space plasma phenomena [14]. Interplanetary space and the Earth's magnetosphere 

encompass a rich variety of plasma physical processes and nonlinear wave phenomena. The 

S3-3 and Viking satellites have shown the presence of nonlinear double layers in the auroral 

and magneto-spheric plasma [2,15-17].  

In this paper, by using the Sagdeev's pseudo-potential method, we have present the 

nonlinear propagating double layer solution in a magnetized plasma, taking account of 

weakly relativistic effects. This solution is an analytic extension of the solitary hole having 

the negative trapping parameter. Thus, we have found that there is relation among the 

physical parameters.  

 

2. Basic equations 

 

 We consider small but finite amplitude ion acoustic waves obliquely propagating in a 

collisionless relativistic plasma in the presence of an external magnetic field B0 which is 

directed along the Z direction. The ion acoustic wave is assumed to propagate in the x-z 

plane. The equations for the cold component of ions can be written as  
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where xx vv ~
, zz vv ~ , 2/122 )/1(  cv and 22

zx vvv  .  

In Eqs. (1)-(4), the ion velocity, the spatial coordinates, the cold ion density, the wave 

potential and time are normalized by the ion acoustic velocity ( sc ), )/( isc  ,  the 
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equilibrium density of cold ions 0n ,  the electron temperature ( eTe / ) and the inverse of 

ion gyro-frequency i , respectively. Since we are interested in the propagating stationary 

nonlinear double layers, we introduce the following coordinate transformation:  

 

Mtzkxk zz       (5) 

 

where M is the velocity of the moving ion acoustic waves and kx and kz are the direction 

cosines along the x and z directions respectively.  

 

Then the above equations can be written as follows:  
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where the boundary conditions  0,1 ,  zxvn  at  have been used. By using 

the above set of equations, one can easily obtained the following equation for the potential in 

terms of the density:  
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where 
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
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M
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
02
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 )(             (12) 

 

Having described a somewhat general formulation of nonlinear double layer and solitary 

holes, we now proceed to give a concrete example. Consider the following Schamel-type 

electron distribution [18-25]:  

 




2for        )2(
2

1
exp

2

1 2 





 uufef        (13) 




2for       )2(
2

1
exp

2

1 2 





 uufef     (14) 

 

where the subscript )(tf  represents the free (trapped) electron contribution. Here the 

electron velocity u  has been normalized by the electron thermal velocity ee mT /  and 

 , which is the ratio of free electron temperature ( efT ) to trapped electron temperature 

( etT ), is parameter determining the number of trapped electrons. It has been assumed that the 

velocity of nonlinear ion acoustic waves is much small than the electron thermal velocity. We 

note that )0(  1   represents a Maxwellian (flattopped) distribution, whereas 

0 represents a vortex-like excavated trapped electron distribution corresponding to an 

underpopulation of trapped electrons. Integrating the electron distributions over the velocity 

space, the electron number density en  for 0  can be expressed as  

 

 ),(),()exp()(  TEIEn dde     (15) 

 

where dE , I and T  are defined as follows 
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0    with )()exp(
1

),(  


 erfT           (18) 

 






0

2 0    with  exp)exp(
2

),T( ydy   (19) 

 

where the dEerf  ,  and  du represent the error function, the electron drift energy and the 

electron drifting velocity, respectively. If we expand this electron density for the small 

amplitude limit and keep the terms up to 
2 , it is found that the electron density is the same 

for both  0  and  0  and is finally given by  

 

223 )(),()(1)(  ddd ucubuan     (20) 

 

The above coefficients are given as follows : 
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where )2(3)2exp()2( 422

ddd uuuG   for 
2

du ≫ 1  is monotonically 

decreasing function of 2

du , with 1)0( G . The function )(xrZ   represents the real part 

of the derivative of the complex plasma dispersion function and has the following 

expansions:  
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3. Double layer and and solitary hole solutions 

 

Assuming a charge is neutral at equilibrium, we obtain the following equation for the 

potential by introducing Sagdeev potential )(V :  

 

)(
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1
2


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
V




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


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              (27) 

 

where  

 

)()( 3252  CBAHV             (28) 

 

and the lowest order of )1()( 2MH  .  Here BA  , and C are given as follows:  
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 The double layer solution may be found by considering the following nonlinear eigenvalue 

conditions:  

(i) To impose charge neutrality at x  , we require that the right hand side of Eq.(27) 

should vanish at the boundaries   ,0 .  

(ⅱ) Existence of the double layer requires that the Sagdeev potential be identically zero at 

  ,0 , so that the electric field equals zero outside the double layer.  

(ⅲ) An additional condition on the Sagdeev potential is 0)( V  for  0 .  
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By solving Eq.(27) subject to our nonlinear eigenvalue conditions together with the third 

condition, we get the following double layer solution:  
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  Here it should be noted that the first and third coefficients of the rhs of Eq. (28) must be 

positive and that the second coefficient negative.  

  The above these relations show that  




 
2

2

2K
k

M

z                                            (36) 

From the above consideration, the amplitudes  and the inverse scale lengths 

K decrease as the relativistic effects  and increase as the obliqueness effects zk  for a 

constant propagating velocity M . Here we would like to mention that, in the absence of 

ion streaming and propagate parallel to the magnetic field, i.e. for the non-relativistic 

magnetized plasma )1 ,1(  zk , nonlinear double layers show that 
22  MK . 

This results agree with a previous published papers [7, 11]. 

 For some choice of our physical parameters ( Muk dz   ,  , and cv /0 ), we can neglect the 

third term in the expansion in Eq. (28). in that case, after a certain amount of algebra, we 

would obtain the following solitary hole solution:  

 

 4

 sec Kxh                (37) 

where  
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
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Thus, the modified electron acoustic solitary hole solution makes a transition to a double 

layer solution when we take into account the third term of Eq. (28); this term comes entirely 

from the nonlinear coefficient C . It is important to note that both solitary hole and shock-

like structure solutions require that the trapping parameter be negative ( 71.0  ) and 

are the nonlinear extensions of the ion acoustic wave [23], whose linear dispersion relation is 

given by ii mTk /7.1 22   as 0K and 0 . Thus we see that there are no 

possible small amplitude solutions for the case of positive trapping parameter.  

  Thus far, we have considered only the shock-like structures related to an ion acoustic 

solitary holes. We can turn to the problem of nonlinear double layers which are related to the 

electron acoustic solitary holes. Interchanging the role of ions and electrons, we can describe 

the electron acoustic shock-like structures and solitary holes.  

 

4. Conclusion 

 

  We have given the analytic evidence for the existence of the small-but-finite-amplitude 

double layers, which are the nonlinear extensions of the solitary holes. in weakly relativistic 

magnetized plasma for the first time. By using the Sagdeev's pseudo-potential method, we 

have found that there is relation among physical parameters in weakly relativistic magnetized 

plasma. We emphasize that the present result will provide us with useful physical 

understanding of the properties of various nonlinear double layers in weakly magnetized 

relativistic plasma. In addition, this simple model on nonlinear double layers will provides us 

with an important view in understanding the recent space observations and simulations 

results of different kind of nonlinear acoustic waves in a magnetized plasma.  
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