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ABSTRACT: We report the structural and magnetic properties of Ru doped Cobalt ferrite (CoFe2O4) nanoparticles. 

The nanoparticles were prepared by sol-gel method using 2-methoxyethanol as solvent. The composition of Ru ions 

was 0.2 (CoRu0.2Fe1.8O4). XRD diffraction showed that single phased spinel ferrite was formed with Ru doping with 

annealing temperature around 600C. The crystalline size increased and quality improved when the annealing 

temperature was increased from 400 to 800C. The crystalline with larger size exhibited higher saturation 

magnetization at room temperature and reduced coercivity. Comparison with the undoped CoFe2O4 nanoparticles 

showed that Ru doping reduced the saturation magnetization because of the replacement of Fe ions.  

 

 

Introduction 

 

Spinel ferrites are magnetic oxides possessing the general formula MFe2O4, where M is a 

divalent cation. The ferrites are especially favored in high frequency applications due to their 

high temperature ferromagnetism, high resistivity, low eddy current, and low-loss dielectric 

properties [1]. Over the past few years there has been an increased interest in developing 

nanocrystalline ferrite materials because the nanosized ferrite particles could exhibit unusual 

magnetic properties, such as superparamagnetism, increased Curie temperature, metastable 

cation distribution, etc., which are not usually observed in the bulk materials.  

Cobalt ferrite (CoFe2O4) has specific properties which have made it a suitable candidate for 

different applications and recently in medical science. CoFe2O4 is a hard magnetic material 

with a high curie temperature about 520 C, high coercivity of about 4.3 kOe at room 

temperature (for 40 nm single domain nanoparticle), and moderate saturation magnetization 

(80 emu/g at room temperature) [2]. CoFe2O4 is commonly considered to be mostly an 

inverse spinel structure as (CoxFe1-x)[Co1-xFe1+x]O4, where x depends on thermal treatment 

                         
1 이 논문은 2013학년도 한국외국어대학교 학술연구비 지원에 의하여 이루어진 것임. 
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and preparation conditions [3]. The magnetic and chemical properties and, specially, the 

application of CoFe2O4 can vary with the doping of various oxides [4]. In this work, we 

investigate the effect of Ru doping on the structural and magnetic properties of CoFe2O4 

nanoparticles by sol-gel method by dissolving the corresponding metal nitrates in 2-

methoxythanol. We adjusted the concentration of the precursor solution and investigated its 

effect on the structural and magnetic properties of ferrite nanoparticles. 

 

 

Experiment 

 

The preparation of cobalt ferrite (CoFe2O4) and Ru doped CoFe2O4 nanoparticles were 

carried out by sol-gel using 2-methoxyethanol as solvent.  Cobalt nitrate [Co(NO3)2  2H2O], 

iron nitrate [Fe(NO3)3  9H2O] and ruthenium chloride [RuCl3  nH2O] were separately 

dissolved in 2-methoxyethanol first to prepare solutions with molar concentration of 1 M. To 

prepare CoFe2O4 nanoparticles, cobalt nitrate and ion nitrate solutions were mixed with 

molar ratio of Co:Fe=1:2 in 2-methoxyethanol. For Ru doped CoFe2O4 nanoparticles, the 

mole ratio of Co:Ru:Fe=1:0.2:1.8. The volume of final solution was 50 ml and the total 

molar concentration of metals was adjusted to be 0.15 M. The mixed solution was stirred at 

room temperature for 3 h, then heated at 90C to evaporate all the liquid and to form a dried 

gel. To get rid of all the organic gradients the dried gel was heated at 100C to burn in a self-

propagating combustion manner to form loose powder. Finally the crystallization was 

performed at 400~800C in air ambient. 

The crystallinity of the obtained samples was characterized by x-ray diffraction (XRD). The 

surface morphology and microstructure of the nanoparticles were observed using scanning 

electron microscopy (SEM) and transmission electron microscopy (TEM), respectively. For 
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TEM observation, the nanoparticles were first dispersed in acetone and one drop of the 

dispersed solution was put on the TEM grid. The magnetic properties of the nanoparticles 

were measured by Lakeshore 7400 vibrating sample magnetometer (VSM) in the range of 0-

1 Tesla. 

 

  

 

Fig. 1 The effect of annealing time on the structure and 

magnetization of CoFe2O4 and CoRu0.2Fe1.8O4 nanoparticles.  

 

Figure 1 shows the effect of annealing time. For both CoFe2O4 and CoRu0.2Fe1.8O4 

nanoparticles, we observed that enough annealing time should be allowed for full 

crystallization. As shown in Fig. 1(a), the XRD spectrum from the nanoparticles annealed at 

600C for 5 h showed much sharper peaks with higher intensity than those annealed at the 

same temperature but for only 0.5 h. The magnetic characteristics illustrated by the room 

temperature magnetization-field (M-H) curve also revealed similar effect. The increased 

saturation magnetization and decreased coercivity imply the improved crystallinity of the 

nanoparticles annealed for longer time. When the nanoparticles were annealed at high 
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temperature with longer time, the thermal energy allowed the crystal grains to move toward 

their normal position to get lower energy in the crystal, and at the same time form larger 

grains with better crystallinity. 

 

 

Fig.2 The effect of annealing temperature on CoRu0.2Fe1.8O4 nanoparticles 

 

Fig. 2 shows the effect of annealing temperature. At 400C, the crystal started to form, but 

the peaks were wide and weak. At 600C the diffraction peaks from the spinel structure were 

clearly observed with much increased density. When the annealing temperature further 

increased to 800C, we obtained nanoparticles with the best crystallinity. The M-H curves 

showed the similar trend with the annealing temperature effect as shown in Fig. 2(b). The 

saturation magnetization increased obviously when the annealing temperature increased from 

400 to 600C, then seems saturated even at 800C. On the other hand, the coercivity 

experienced a more significant dependence on the annealing temperature, showing 

continuous decrease from 400 to 800C. Overall, higher annealing temperature induced 

larger saturation magnetization and smaller coercivity in CoRu0.2Fe1.8O4 nanoparticles. 
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Fig. 3 SEM images showing the size change of nanoparticles controlled by the annealing temperature.  

 

The effect of annealing temperature on the structural and magnetic properties of 

CoRu0.2Fe1.8O4 nanoparticles can be understood considering the change in the size of the 

nanoparticles. As shown in Fig. 3, SEM images taken from the nanoparticles annealed at 

different temperatures revealed obvious change in their sizes. The size of the nanoparticles is 

about 20, 50, and 200 nm for annealing temperature of 400, 600, and 800C, respectively. 

Therefore, higher annealing temperature induced grain growth in the nanoparticles to form 

larger crystallites with better crystallinity. Large crystallites exhibit similar magnetic 

properties as the bulk materials of CoFe2O4, whereas smaller sized nanoparticles possess 
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magnetic properties close to the single-domain superparamagnetic regime. For larger 

crystallites with better crystallinity, the saturation magnetization becomes close to the 

theoretical value due to the regular position of the cation and anions. Similarly, the less grain 

boundaries in larger crystallites result in a smaller coercivity. 

 

The effect of Ru doping on the magnetic property of cobalt ferrite is shown in Fig. 4. As 

compared to the undoped CoFe2O4 nanoparticles, Ru doping reduced the saturation 

magnetization because the amount of Fe ions in the lattices was decreased. On the other hand, 

the coercivity did not change upon Ru doping. In this case the coercivity seemed mainly 

determined by the nanoparticle size, therefore no obvious effect was observed together with 

Ru doping. 

 

Fig. 4 The room temperature M-H curves of CoFe2O4 and CoRu0.2Fe1.8O4 nanoparticles.  
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Summary 

 

In this work we studied the effect of Ru doping on the structural and magnetic properties of 

CoFe2O4 nanoparticles. The XRD diffraction showed same pattern with bulk CoFe2O4, 

indicating the formation of single phased CoRu0.2Fe1.8O4 nanoparticles. We observed that 

with Ru doping, the saturation magnetization is reduced due to the replacement of Fe ions. 

When the nanoparticles were annealed at temperatures from 400-800C, the size of the 

crystalline increased and the crystallinity of the nanoparticles was also improved.  
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Ni-Zn ferrite의 구조와 자기적 특성1 
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요약 : Ni-Zn ferrite를 고체상태반응법으로 제작하여 X-선 회절실험과 자기이력곡선 측정을 수행 하

였다. Ni-Zn ferrite는 cubic spinel 구조를 형성하고 상온에서 강자성의 특성을 갖는 것을 확인하였

다. Ni0.6Zn0.4Fe204에서 가장 큰 자화율을 보였으며 Ni1-xZnxFe204에서 Zn2+의 치환정도가 커질수록 

보자력은 점점 감소하는 것으로 나타났다. Ni0.6Zn0.4Fe204의 소결온도가 증가할수록 포화자화율이 증

가하고 보자력이 증가하는 것을 확인하였다.  

  

 

서 론 

 

Ni-Zn ferrite는 전자 통신 산업에 널리 쓰이는 연자성 물질 중 하나이다. 포

화 자속 밀도는 작지만 고유저항이 크기 때문에 와전류 손실이 작고 온도 안정

성이 양호하다. 이러한 특성으로 인하여 넓은 주파수 범위에 걸쳐서 사용이 가능

하고, 오디오 및 비디오 제품 등의 고주파용 자심 코어에 많이 이용된다[1,2]. 

Ferrite는 자화율이 크고 전파를 흡수하는 특성을 갖는데 이러한 기본적 특징은 

ferrite의 구조에서 비롯된다.  

Ferrite가 갖는 spinel 구조는 밀집 면심입방구조로 O2-이온과 O2-이온 사이에 

양이온들이 분포되어 있다. 단위세포에는 32개의 O2-이온과 A위치에 8개의 금속

이온, B위치에 16개의 금속이온이 있어 총 56개의 이온을 포함하고 있다. A위치

는 4개의 산소가 구성하는 tetrahedral에 둘러싸여 있고, B위치는 6개의 산소가 

구성하는 octahedral에 둘러싸여 있다. 

Spinel 구조는 기본적으로 normal spinel 구조와 inverse spinel 구조 두 가지

                         
1 이 논문은 2013학년도 한국외국어대학교 학술연구비 지원에 의하여 이루어진 것임. 
2 한국외국어대학교 자연과학대학 전자물리학과 교수 
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로 나뉜다. normal spinel 구조는 AB2O4의 형태로 나타나고 A와 B는 각각 

divalent cation과 trivalent cation으로 구성된다. A는 tetrahedral, B는 

octahedral로 산소에 의해 조직화된다. 그에 반해 inverse spinel 구조는 XYXO4

의 형태로 나타나고 X와 Y금속 이온은 동일한 비율로 B site를 차지하게 된다

[3].  

Ni ferrite(NiFe204)는 tetrahedral sit에서는 Fe3+이온과 Fe3+이온 사이에서, 

octahedral site에서는 Fe3+이온과 Ni2+이온 사이에서 anti-parrallel spin의 

magnetic moment를 형성하는 준강자성(ferrimagnetism)을 보이며 inverse 

spinel 구조를 가진다[4,5]. 이에 반해 Zn ferrite(ZnxFe204)는 normal spinel 구

조를 가지며 자성을 가지고 있지 않으나 Zn ferrite의 고용은 포화 자화를 증가

시키는 특성을 가진다[6].  

NiFe204와 같은 inverse spinel 구조에 diamagnetic divalent cation인 Zn2+를 

치환시킨 Ni1-xZnxFe204는 normal spinel 구조와 inverse spinel 구조의 혼합 형

태로 존재한다.  

이 연구에서는 고체상태 반응법으로 제작한 Ni-Zn ferrite를 Zn2+의 치환정도에 

따라 구조가 어떻게 변하는지 확인하고, 소결온도와 Zn2+의 치환정도에 따른 자

화율과 보자력의 변화를 조사하였다. 

 

 

실 험 

 

Ni1-xZnxFe204 (0≤x≤1)의 시료들을 고체상태반응법으로 제조하였다. 고순도의 

NiO(99.998%), ZnO(99.999%), Fe2O3(99.99%) 분말들을 해당 시료에 따라 몰 

비로 계량하여 분쇄, 혼합의 과정을 거쳤다. 이렇게 얻어진 혼합물을 900℃의 전

기로에서 24시간 열처리 한 뒤 12mm 원형 pellet으로 제작하였다. 성형이 끝난 

시료들은 승온 속도 5℃/min으로 승온 후 1150℃, 1250℃, 1350℃에서 각각 6
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시간동안 공기 중에서 유지시키고 다시 하강 속도 5℃/min으로 냉각시켰다.  
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Fig. 1. 1250℃에서 소결한 Ni1-xZnxFe204의 X-선 회절 패턴 

 

X-선 회절(Rigaku, Miniflex)을 통하여 시료의 상을 확인하였고, Vibrating 

Sample Magnetometer(Lake Shore, model 7404)를 이용하여 상온(300K) 에서 

자기이력곡선을 측정하였다. 

 

 

결과 및 고찰 

 

X-선 회절 측정 결과를 살펴보면 Ni1-xZnxFe204 (0≤x≤1)의 시료들은 모두 불

순물이 없는 cubic 구조의 spinel 상을 보였으며, 그 peak의 위치는 (111), 

(220), (311), (222), (400), (422), (333), (440)으로 나타났다. Zn2+의 치환 정도

가 커질수록 main peak의 2θ값이 감소하여 lattice parameter가 증가함을 알 수 

있었다. 이러한 차이는 Ni2+와 Zn2+ 이온 크기의 차이에서 비롯된 것으로 여겨진

다. Ni2+이온의 반경은 0.83Å, Zn2+이온의 반경은 0.88Å으로 Zn2+이온이 Ni2+

이온 보다 더 크다. 소결 온도를 다르게 한 각 시료들의 X-선 회절 측정 결과에
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서 x가 같은 경우 lattice parameter의 변화가 없었다. 
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Fig. 2. (a) 1250℃ 소결한 Ni1-xZnxFe204의 자기이력곡선 

          (b) 1250℃ 소결한 Ni1-xZnxFe204의 포화자화율(MS) 

     (C)1250℃ 소결한 Ni1-xZnxFe204의 보자력(HC) 
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Fig. 3. I(220)/I(222)의 x에 따른 비 
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1250℃에서 소결한 Ni1-xZnxFe204 (0≤x≤1)시료들을 상온(300K)에서 측정한 

자기이력곡선의 결과는 Fig. 2와 같이 나타났다. x=0, 0.2, 0.4, 0.6일 때에는 전

형적인 강자성체의 자기이력곡선을 보였으며, 자화율 역시 매우 높은 값을 나타

냈다. Fig. 2 (b)에서 보인 것처럼 x=0.4가 될 때까지 자화율이 증가하다가 그 이

후에는 감소하여, Ni0.6Zn0.4Fe204에서 가장 큰 자화율을 보였으며, x=0.8, 1에서

는 자기적 특성이 거의 나타나지 않은 것을 볼 수 있었다.  

Ni ferrite에 Zn ferrite를 고용시킨 Ni-Zn ferrite의 화학식은 다음과 같다. 

 

 

 

Ni ferrite         Zn ferrite        A위치↓       B위치↑ 

(1-x)Fe3+[Ni2+Fe3+]O4 + xZn2+[Fe3+
2]O4 = (Fe3+)1-x(Zn2+)x [Ni2+

1-x Fe3+
1+x ]O4  (1) 

 

 

 

Magnetic divalent cation인 Ni2+는 octahedral site를 선호하기 때문에 Ni 

Ferrite는 inverse spinel 구조를 가진다. Inverse spinel 구조에 Zn2+를 치환시

키면 A위치(tetrahedral site)를 점유하고 Fe3+이온을 B위치(octahedral site)로 

이동한다[7]. 그 결과 Ni2+의 자기 모멘트를 mBμB라고 하면 전체의 자기 모멘트

(nμB)는 μB단위로 

 

 

 

A위치↓   B위치↑   B위치↑ 

n = -5(1-x) + mB(1-x) + 5(1+x) = (10-mB)x + mB             (2) 

 

 

 

가 되고, moment가 0인 Zn2+이온으로 되어있는 Zn ferrite(x=1)의 경우 이론치

가 10μB가 된다. 그런 점에서 비자성이온 Zn2+으로 Ni2+을 치환함으로서 자기 

모멘트가 증가한다. 그러나 Zn2+이 증가하면 A위치의 자기 모멘트가 꽉 채워져 

B위치의 스핀 간의 상호작용이 커지게 되어 반평행 성분이 증가하기 때문에 Fig. 
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2 (b)와 같이 x＞0.4에서는 자기 모멘트가 감소하게 된다[6]. Fig. 2 (c)에서 보

이는 것처럼 자기이력곡선의 보자력을 살펴보면 그 차이가 미미하기는 하나, 치

환정도가 커질수록 보자력은 점점 감소하는 것으로 나타났다.  
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Fig. 4.  (a) Ni0.6Zn0.4Fe204의 온도에 따른 자기이력곡선 

(b) Ni0.6Zn0.4Fe204의 온도에 따른 포화자화율(MS) 

(C) Ni0.6Zn0.4Fe204의 온도에 따른 보자력(HC) 

 

(220) peak의 intensity는 A site를 차지하는 cation을 반영하고, (222) peak의 

intensity는 B site를 차지하는 cation을 반영한다[8]. 따라서 Fig. 3에 나타난 

I(220)/I(222) 비율의 증가는 A site를 채우는 cation의 증가를 의미한다.  

Zn2+가 치환되면 A site를 점유하고, x가 증가함에 따라 B위치의 반평행 성분이 

증가되어, I(220)/I(222)의 비가 x＞0.4에서는 자기 모멘트의 감소가 관찰되는 자

기이력곡선의 결과와 일치한다. 

Ni0.6Zn0.4Fe204의 소결온도에 따른 자기이력곡선은 Fig. 4와 같이 나타났다. 

Fig. 4와 같이 소결온도가 증가할수록 자화율이 증가하였고, 보자력이 감소하는 

것을 알 수 있었다. 이는 소결온도가 증가할수록 입자가 성장하게 됨으로써 비표
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면적과 기공률이 감소하기 때문이다[7].  

 

 

결론 

 

1. Ni1-xZnxFe204 (0≤x≤1) 시료들을 소결온도를 1150℃, 1250℃, 1350℃로 변

화시켜 고체상태반응법으로 제작하였다. 각 시료들의 분말을 X-선 회절 측정, 비

교한 결과 cubic spinel 구조를 갖는 것을 확인하였다. 

2. Ni0.6Zn0.4Fe204일 때 가장 높은 자화율을 보였고, Zn2+의 치환정도가 커질수록 

보자력은 점점 감소하는 것으로 나타났다. 소결온도가 증가할수록 포화자화율은 

증가하고 보자력은 감소하는 것을 보였다.  
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레버리지 변동성 모형과 비대칭 오차 분포를 이용한 KOSPI200 지수의 위험 

예측1 

 

이영선, 이은영, 이태욱2 

 

요약: 금융시장에는 이자율, 환율 등에 대한 여러 가지 불확실성이 존재하는데 이러한 불확실성에서 발생하는 위험을 

시장위험이라 한다. 시장위험을 관리하기 위한 여러 가지 측도 중에서 가장 대표적인 방법인 Value at Risk(VaR)는 

‘주어진 신뢰수준 하에서 목표기간 동안 발생 가능한 최대 손실’이라고 정의된다. 본 논문에서는 금융 시계열 자료의 

대표적인 특성인 변동성 군집현상과 레버리지 효과를 설명하는 변동성 모형과 조건부 분포의 비정규성을 설명하는 T-

분포 및 Skewed T-분포를 통해서 VaR를 예측하는 기법을 KOSPI200 지수에 적용하고자 한다. 다음으로 예측된 VaR의 

타당성을 확인하기 위해 무조건부적 위험흡수성과 예측결과의 독립성 관점에서 사후검증을 시행한다. 

 

 

1. 서 론 

 

금융시장에는 이자율, 환율 등에 대한 여러 가지 불확실성이 존재하는데 이러한 불확실성에서 

발생하는 위험을 시장위험이라 한다. 시장위험을 완전히 제거하는 것은 불가능하지만 적절히 관리

하여 시장위험을 최소한으로 줄이는 것은 매우 중요한 과제 중 하나이다. 시장위험을 관리하기 위

한 여러 가지 측도 중에서 가장 대표적인 방법인 Value at Risk (VaR)는 ‘주어진 신뢰수준 하에서 

목표기간 동안 발생 가능한 최대 손실’이라고 정의된다. 예를 들어, 어떤 금융기관의 위험관리자

가 95% 신뢰수준으로 10일 VaR가 10억 원이라고 했다면, 이는 정상적인 시장 상황에서 향후 

10일 동안 95% 확률로 최대 손실이 10억 원이라는 것을 의미한다. 다시 말해 향후 10일 동안 

10억 원 이상의 손실이 날 확률이 5%임을 의미한다. 자세한 내용은 김철중과 윤만하 (2009)를 

참조하기 바란다. 

시장 위험의 가장 일반적인 측도인 VaR는 보유기간, 신뢰수준뿐만 아니라 금융 시계열 자료의 

특성과 자료의 분포에 많은 영향을 받는다. 따라서 VaR의 정확한 추정을 위해서는 이러한 특징을 

적절히 고려해야 한다. 금융 시계열 자료의 대표적인 특성 중에 하나는 분산에 자기상관관계가 존

재한다는 것이다. 이로부터 변동성 군집현상이 발생하게 되는데 변동성 군집현상이란 주가의 변동

                         
1 이 논문은 2013학년도 한국외국어대학교 학술연구비 지원에 의하여 이루어진 것임. 
2 한국외국어대학교 자연과학대학 통계학과 교수 
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성이 한 번 커지면 변동성이 커진 상황이 한동안 지속될 가능성이 높다는 것이다. 즉, 금융시장에 

상당한 양의 정보가 유입되면 변동성이 커지고 이 상태가 일정기간 유지된 후 변동성이 다시 작

아지는 상태가 상당 기간 지속되는 현상이 반복적으로 나타난다. 따라서 금융 시계열 자료의 경우 

정상성을 만족하는 일반적인 시계열 자료에서의 등분산 가정을 만족하지 못하게 된다. 이러한 변

동성 군집 현상을 설명하는 대표적인 모형이 GARCH 모형이다. 금융 시계열 자료의 두 번째 특

징으로 레버리지 효과가 있다. 이는 시장에 새로운 뉴스가 유입되었을 경우에 좋은 뉴스인지 나쁜 

뉴스인지에 따라서 변동성이 크게 감소하거나 증가하는 등의 변화가 발생하게 되는 특징을 말한

다. GARCH 모형의 경우 수익률 제곱의 형태에 대한 모형으로 나쁜 뉴스에 대한 변동성과 좋은 

뉴스에 대한 변동성을 구별하는 것은 어렵기 때문에 레버리지 효과를 설명하기에는 적합하지 않

다. 그러므로 변동성과 레버리지 효과를 함께 고려한 EGARCH 및 GJR-GARCH 모형을 사용한다

면 보다 많은 설명력을 갖게 되므로 정확한 VaR를 추정할 수 있을 것이다. 

한편 금융 시계열 자료에서 변동성 모형의 오차항 분포에 기본적으로 정규분포를 가정한다. 그

러나 실제 자료 적합 후 얻은 잔차의 분포를 살펴보면 정규분포를 따르는 경우는 극히 드물다. 구

체적으로 치우쳐짐을 설명하는 왜도의 값은 음의 값을 가지며 중심과 꼬리에서 많은 값들이 분포

하는 급첨의 분포를 가지기 때문에 정규성을 따른다고 할 수 없다. 이에 따라 정규분포가 아닌 분

포를 가정하는데, 꼬리가 두꺼운 분포를 설명하는 분포인 T-분포와 두꺼운 꼬리 및 한쪽으로 치

우쳐짐을 함께 설명할 수 있는 Skewed T-분포를 오차항의 분포가 종종 고려되고 있다.  

본 논문에서는 금융시계열 자료의 대표적인 특성인 변동성 군집현상과 레버리지 효과를 설명하

는 변동성 모형과 변동성 모형의 오차항의 비정규성을 설명하는 T-분포 및 Skewed T-분포를 통

해서 VaR를 예측하는 기법을 KOSPI200 지수에 적용하고자 한다. 다음으로 예측된 VaR의 타당

성을 확인하기 위해 무조건부적 위험흡수성과 예측결과의 독립성 관점에서 사후검증을 시행할 것

이다. 

 

 

2. 본론 
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VaR의 개념 

VaR는 정상적인 시장조건 하에서 주어진 신뢰수준에서 특정기간 내에 위험이 발생하여 금융자

산의 가격변동으로 잃을 수 있는 기초자산의 최대 손실액을 의미한다. 특정시점 t부터 T기간 동

안 기초자산의 가치 변화를  Δ
t
V(T) 라 하자. 단, Δ

t
𝑉(𝑇) = 𝑉𝑡+𝑇 − 𝑉𝑡이며 Vt와 Vt+T  는 각각 t일과 

t+T일의 기초자산 가치이다. 특정시점 t부터 T 기간의 보유기간 동안 신뢰수준 100(1 − p)%의 

VaRt(𝑇, 𝑝)는 다음과 같이 정의된다. 

 

∫ 𝑝(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑝
−𝑉𝑎𝑅𝑡(𝑇,𝑝)

−∞
                       (1) 

 

식 (1)에서 p(x) 는 변수  Δ
t
V(T) 의 확률밀도함수이다. 신뢰수준 100(1 − p)% 에서 T일 동안의

VaRt(𝑇, 𝑝) 라는 의미는 기초자산 변동인 Δ
t
V(T)  가 -VaRt(𝑇, 𝑝)보다 작을 확률이 p가 되도록 하는 

값으로 VaRt(𝑇, 𝑝)가 클수록 위험이 크다는 것을 알 수 있다. 앞으로 편의상 VaRt(𝑇, 𝑝)를 VaR로 

표기하고자 한다.  

일반적으로 금융 시계열 자료에서 VaR를 계산할 때 위에서 제시된 기초자산의 가격을 사용하

기 보다는 기초자산 가격을 수익률로 변환한 값을 사용한다. 수익률 형태로 변환하는 이유는 수익

률 자료는 표준화된 형태의 자료로 자산의 종류에 관계없이 같은 통계 분석 방법을 시행할 수 있

으며 정상성을 만족하는 바람직한 통계적 성질을 갖게 된다. 로그 수익률의 VaR 또한 위의 식 (1)

과 같은 방법으로 계산되는데 특정시점 t부터 T기간 동안 기초자산의 가치 변화 VaRt(𝑇, 𝑝)가 아

닌 기초자산의 수익률을 사용한다. 이 논문에서는 T가 t+1인 하루 동안의 VaR를 추정하기 위해

서 일별 로그수익률 rt+1 = ln(
𝑉𝑡+1

𝑉𝑡
)을 사용한다. 자세한 내용은 조담 (2006)을 참조하기 바란다.수

익률을 이용하여 VaR를 추정하기 위해서는 수익률의 변동성 σ
t
의 추정이 중요하다.  σ

t
를 추정하

는 방법으로는 역사적 표준편차, 지수가중 이동평균 그리고 변동성 모형 등이 있다. 이 논문에서

는 변동성 집중 현상과 레버리지 효과를 고려하기 위해 여러 가지 변동성 모형을 고려할 것이다. 

 

변동성 모형 



이영선, 이은영, 이태욱 

(1) GARCH 모형 

 

수익률의 변동성은 등분산이 아니라 과거의 정보가 미래 수익률 움직임에 영향을 주는 조건부 

이분산으로 설명할 수 있다. 변동성을 갖는 시계열을 조건부 분산의 관점에서 모형화하기 위하여 

Engle(1982)은 p차 자기회귀형 조건부 분산 모형(Autoregressive Conditional 

Heteroscedasticity Model : ARCH)을 제안하였다. 그러나 ARCH모형은 시계열의 조건부 변동성

을 표현하는 데에 너무 많은 수의 모수가 필요로 한다는 단점이 있다. 이러한 단점을 해결하기 위

하여 Bollerslev (1986)는 GARCH(generalized ARCH)라고 부르는 일반화 조건부 이분산 모형을 

제안하였다. 일반적으로 GARCH(q,p)모형은 다음과 같이 나타낼 수 있다. 

 

σ
t

2
= 𝜔 + ∑ 𝛼𝑖𝜀𝑡−𝑖

2 + ∑ 𝛽𝑗𝜎𝑡−𝑗
2𝑝

𝑗=1
𝑞
𝑖=1                (2) 

 

 

(2) 레버리지 효과를 설명하는 모형 

레버리지 효과(Leverage Effect)란 타인의 자본을 이용해 투자함으로써 수익이나 손실의 규모

를 자기자본으로 투자를 했을 때보다 크게 키우게 되는 것을 의미한다. 적은 비용으로 큰 이익을 

얻을 수 있다는 점에서 장점이 되고, 큰 수익에 대한 큰 손실도 동반한다는 것은 단점으로 꼽을 

수 있다. 

주식시장에서 좋은 뉴스가 유입되면 양의 수익률로 변동성이 커지게 되고, 나쁜 뉴스가 유입되

면 음의 수익률로 변동성이 커지게 된다. 좋은 뉴스와 나쁜 뉴스 중 나쁜 뉴스가 유입되었을 때의 

변동성이 더 커서 고위험, 고수익으로 레버리지 효과가 커진다. 일반적으로 GARCH 모형은 예측

하지 않은 초과수익률의 부호에 관계없이 그 크기만으로 조건부 분산 σ
t

2
의 특징을 결정하고 있다. 

따라서 GARCH 모형의 경우 레버리지 효과를 반영하지 못한다. 이러한 비대칭적 효과를 반영하

기 위해 Nelson(1991)은 EGARCH 모형을 제안하였다.  

 

log(𝜎𝑡
2)  = ω +  ∑ 𝛼𝑖  (|𝑧𝑡−𝑖| − 𝐸|𝑧𝑡−𝑖 |) 

𝑞
𝑖=1  + ∑ 𝛾𝑘 𝑍𝑡−𝑘

𝑟
𝑘=1 + ∑ 𝛽𝑗 log(𝜎𝑡−𝑗

2 )
𝑝
𝑗=1  ,    zt =

𝜀𝑡

𝜎𝑡
      (3) 
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레버지지 효과를 설명하는 또 다른 형태의 모형으로 GJR-GARCH 모형이 있다. 일반적으로 

GJR-GARCH 모형은 Glosten, Jaganathan & Runkle(1993)의 일반화 자귀회귀 이분산 모형을 말

한다. 뉴스의 충격이 레버리지효과(leverage effect)가 있는지 그리고 이러한 뉴스의 충격이 비대

칭적 효과가 존재하는지 여부를 분석하기 위하여 고안하였다. GJR-GARCH(q,p) 모형에 의하면 

조건부 분산은 다음과 같이 설정된다. 

 

σ
t

2
= ω +  ∑ 𝛼𝑖

𝑝
𝑖=1 ε

t−i

2
+ ∑ 𝛽𝑗𝜎𝑡−𝑗

2 + 
𝑝
𝑗=1 ∑ 𝛾𝑘𝜀𝑡−𝑘

2 Γ
𝑡−𝑘

𝑟
𝑘=1 ,   Γ

t−k
= 1(𝜀𝑡−𝑘<0)   (4) 

 

 

잔차의 분포 

일반적으로 변동성 모형에서 오차항의 분포는 정규분포를 따른다고 가정하지만 주가 수익률의 

경우에 모형 적합 후 잔차의 분포를 살펴보면 정규분포와는 달리 비대칭성과 꼬리부분이 두꺼운 

급첨의 성질을 나타내고 있는 경우가 많다. 따라서 변동성 모형의 조건부 분포를 정규분포로 가정

하는 것은 자료가 갖고 있는 비정규성을 적절히 설명하지 못하는 단점이 있다. 이 때문에 정규분

포를 오차항의 분포로 가정할 경우에 꼬리가 두껍고 비대칭적인 수익률의 조건부 분포를 적절히 

고려하지 않아 추정한 VaR가 실제 위험을 과소평가하여 예상치 못한 손실이 발생할 가능성이 증

가한다.  

본 논문에서는 변동성 모형의 오차항에 대한 분포가 VaR 추정에 어떠한 영항을 미치는지 알아

보기 위해 오차항의 분포로서 T-분포와 Skewed T-분포를 고려한 후 정규분포에 의한 VaR 추정 

결과와 비교하고자 한다. T-분포의 경우 정규분포에 비해 꼬리가 두꺼운 분포를 갖고 있기 때문

에 VaR의 과소 추정 문제를 어느 정도 해소할 수 있을 것이다. 또한 오차항의 비대칭성과 두꺼운 

꼬리를 함께 설명하기 위해 Skewed-T 분포를 도입한 후 이를 통한 VaR 추정의 정확도가 얼마

나 증가하는지 살펴볼 것이다.  

 

VaR의 사후 검증 

사후검증은 추정된 모형의 VaR 측정이 정확하게 추정되었는지 검증하는 것으로 현재시점부터 

과거시점까지 일정기간에 대해 모형의 VaR를 추정하고 그 결과에 따른 VaR 추정치와 실제로 손
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실이 발생하는 값을 비교하는 방법으로 VaR 추정 성과를 판단할 수 있다. 사후검증 결과는 모형

의 무조건부적 위험흡수성과 예측결과의 독립성 관점에서 해석되어야 하며 구체적인 내용은 다음

과 같다. 자세한 내용은 이상진과 빈기범(2008)을 참고하기 바란다.  

 

(1) 무조건부적 위험흡수성 검정 

무조건부적 위험흡수성이란 모형에 의해서 발생한 실제 예외적 사항의 빈도가 주어진 신뢰수준

에 따라 기대되는 예외 사항의 빈도와 일치해야 한다는 것이다. 예를 들어 어떤 모형에 신뢰수준 

99% VaR 추정을 500번 시행한 경우, 신뢰수준에 따라 예상되는 예외 사항의 빈도는 5(=500×

1%)번이어야 한다. 그러나 실제 발생한 예외사항의 빈도가 5와 다르다고 통계적으로 검증되면 이 

모형은 VaR 측정에 부적합한 모형이라고 판단할 수 있다. 무조건부적이라는 것은 VaR추정에 있

어 전체 기간을 고려하여 결과를 평가한다는 의미이다. Christoffersen(1998)은 우도비 검정 통계

량 LRuc를 이용해 무조건부적 위험흡수성을 검증하였다. 

 

LRuc =  −2 [ 𝑙𝑜𝑔 {(1 − 𝑝)𝑛0𝑝𝑛1} − log (1 −
𝑛1

𝑛0+𝑛1
)

𝑛0
(

𝑛1

𝑛0+𝑛1
)

𝑛_1

] ~𝜒2(1)     (5)  

 

식 (5)에서 p는 VaR의 신뢰수준에 의해 정해지는 값이며 n0는 실제 손실이 예측 VaR를 초과하지 

않는 횟수, n1 은 실제 손실이 예측 VaR를 초과한 횟수를 나타낸다. 기호 ~ 는 점근분포

(asymptotic distribution)임을 나타낸다. 우도비 검정 통계량 LRuc 는 해당모형이 신뢰수준 

100(1 − p)%의 VaR 측정에 적합하다는 귀무가설 하에서 자유도가 1인 카이제곱 분포를 따른다.  

 

(2) 독립성 

독립성이란 실제 손실이 예측 VaR를 초과하지 않을 때는 0, 실제 손실이 예측 VaR를 초과하는 

경우에는 1로 표현하는 실현함수에 의한 수열이 일정한 패턴을 갖지 않고 무작위적이어야 한다는 

것이다. 수열에 일정한 패턴이 존재하는 모형이거나 존재하는 패턴을 고려하지 않는 모형인 경우 

VaR 측정에 좋은 모형이 아니라고 할 수 있다. Christoffersen(1998)은 t기에서 실현함수 결과가 

t − 1기의 결과에 의존적인지 아닌지를 검정하기 위해 서로 독립적이라는 귀무가설과 1계 마르코

프 특성이 있다는 대체가설에 대한 (independent vs. 1st order Markov) 우도비 검정을 제안하였
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다. 이 우도비 검정 통계량 LRind는 독립이라는 귀무가설 하에서 자유도가 1인 카이제곱 분포를 

따른다.  

(3) 조건부적 위험흡수성 

Christoffersen(1998)은 위에서 제시된 무조건부적 위험흡수성 검정과 독립성 검정을 결합한 

검정 통계량으로 실현함수 실현치 수열의 조건부적 위험흡수성을 검증하는 우도비 검정 통계량 

LRcc를 제안하였다 

 

LRcc = 𝐿𝑅𝑢𝑐 + 𝐿𝑅𝑖𝑛𝑑  ~ 𝜒2(2) 

 

이 검정은 0/1로 나타나는 실현함수 수열에서 1의 개수의 적정성과 0/1이 실현되는 패턴유무를 

함께 고려하여 검증하는 것이라 할 수 있다.  

 

 

3. 실증분석 

 

자료 

실증분석에 사용된 자료는 1999년 7월 20일부터 2011년 8월 31일까지의 KOSPI200 지수의 

일별 종가로 총 3,000개의 자료를 사용하였다. 포트폴리오의 일별 수익률은 KOSPI200 지수의 일

별 종가기준 로그수익률 rt = log(
𝑃𝑡

𝑃𝑡−1
)를 사용하였다. 단, Pt는 t시점의 KOSPI200 지수의 종가를 

나타낸다. 1999년 7월 20일부터 2,000개의 자료로 모수를 추정하여 그 값을 이용해서 2,001번째 

자료의 예측 값과 실제 자료의 값을 비교하였다. 하루씩 증가할수록 과거의 자료를 한 개 제거한 

후 새로운 자료를 한 개 추가하면서 자료를 바꿔 매번 2,000개의 자료로 2,001번째 자료의 예측 

값을 계산하였다. 

 

기초통계량분석 

<표 3-1>은 KOSPI200 지수 일별 수익률의 기초통계량을 나타내며, 이와 동시에 분포가 정규

분포인지를 검정하는 정규성 검정 통계량을 나타내고 있다. 일반적인 시계열 분석 이론에 의하면 
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정규분포에서 나타나는 통계적 특성들의 기준치는 좌우 대칭을 나타내는 왜도(skewness)의 경우

가 0이고, 봉우리의 뾰족함의 정도, 즉 중심값 주변에 얼마나 관측치가 분포되어 있는가를 나타내

는 첨도(kurtosis)의 경우는 3이다. 그러나 본 논문에 사용된 자료의 결과를 보면 왜도 값이 음의 

값이 나오므로 왼쪽으로 치우쳐져 있고, 첨도는 7.0919로 큰 값을 가지기 때문에 급첨

(leptokurtic)의 특징을 나타내고 있음을 알 수 있다. 따라서 정규분포의 값들과 상이한 결과를 나

타내고 있음을 알 수 있다. 정규분포임을 검정하기 위한 Jarque-Bera 통계량 결과 또한 KOSPI 

200 지수 일별 수익률이 정규분포를 따르지 않음을 확인할 수 있다.  

 

<표 3-1> KOSPI 200 지수 일별 수익률의 분포 및 기초통계량 

평균 0.0002 

표준편차 0.0004 

왜도 -0.4182 

첨도 7.0919 

Jarque-Bera (p-value) 2179.724 (< 0.0000) 

Ljung-Box(10) (p-value) 15.333 (0.1204) 

 

 

<그림 3-1>은 KOSPI 200 지수 일별 수익률의 Q-Q plot이다. Q-Q plot을 보면 양 끝으로 갈

수록 정규분포 직선에서 멀어지는 것을 확인할 수 있다. 따라서 KOSPI 200 지수 수익률은 정규

분포를 만족한다고 볼 수 없다. 
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<그림 3-1> KOSPI 200 지수 일별 수익률의 Q-Q plot 

 

<표 3-2> 수익률과 수익률 제곱의 Ljung-Box Q-통계량 비교  

lag 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

rt 

(p-

value) 

1.780 

(0.182) 

6.684 

(0.035) 

6.928 

(0.074) 

7.384 

(0.116) 

10.65 

(0.059) 

11.02 

(0.088) 

14.92 

(0.037) 

15.12 

(0.057) 

15.13 

(0.087) 

15.33 

(0.120) 

rt
2 

(p-

value) 

64.21 

(0.000) 

170.4 

(0.000) 

199.5 

(0.000) 

324.0 

(0.000) 

434.6 

(0.000) 

514.7 

(0.000) 

542.6 

(0.000) 

589.4 

(0.000) 

638.4 

(0.000) 

727.5 

(0.000) 

 

<표 3-2>에서는 Ljung-Box Q-통계량을 통하여 독립성 검정을 실시하였다. Q-통계량은 각 시

차(lag)까지 자기상관이 없다는 귀무가설에 대한 검정 통계량이다. 시차 1부터 10까지의 Q-통계

량 값과 통계량 값에 대한 p-value 값의 결과가 <표 3-2>에 나타나 있다. KOSPI 200 지수 일별 

수익률의 Q-통계량 값을 비교해 보면 시차 별로 기각의 여부가 다름을 알 수 있는데, 약한 자기 



이영선, 이은영, 이태욱 

상관이 존재함을 알 수 있다. 주가 지수 수익률의 변동성에 자기 상관이 존재하는지 알아보기 위

하여 수익률 제곱의 Q-통계량도 비교해 보았다. 수익률 제곱의 Q-통계량 값들이 모두 큰 값을 

가지고 p-value 또한 매우 작은 값이 나오기 때문에 수익률 변동성에 자기 상관이 존재하지 않는

다는 귀무가설을 모두 기각하는 것을 알 수 있다. 즉 수익률 변동성에 강한 자기상관관계가 있음

을 확인할 수 있다. 

 

 

모수추정 결과 

다음 <표 3-3>는 KOSPI 200 지수 일별 수익률 자료를 대상으로 평균모형을 적합 시킨 결과이

다.   

 

<표 3-3> KOSPI 200 지수 일별 수익률에 평균모형 적합 후 AIC 

Model AR(0) AR(1) AR(2) 

AIC -15344.07 -15343.85 -15346.91 

 

<표 3-3>의 결과에서 AIC 값이 가장 작은 AR(2) 모형을 선택하여 시계열 자료의 평균방정식을 

추정하였다. AR(2)의 모형식은 식은 다음과 같다. 

 

rt = 0.0002 + 0.0254 𝑟𝑡−1 − 0.0411 𝑟𝑡−2 + 𝑍𝑡  ,    𝑍𝑡~𝑊𝑁 (0 , 𝜎2 )           (6)  

 

KOSPI 200 지수 일별 수익률에 식 (6)을 적합 후에 독립성 검정을 실시하였다. 그 결과는 <표 

3-4>에 나타나있다. 모형 적합 후에 잔차의 Q-통계량 값을 보면 모두 10 이하의 작은 값으로 귀

무가설을 기각하지 못하여 자기상관이 없음을 확인할 수 있다. 변동성에 자기상관이 존재하는지 

알아보기 위하여 잔차 제곱의 Q-통계량도 비교해 보았다. 잔차 제곱의 Q-통계량 값들이 모두 큰 

값을 가지고 p-value 또한 매우 작은 값이 나오기 때문에 잔차의 변동성은 자기상관이 존재하지 

않는다는 귀무가설을 모두 기각하는 것을 알 수 있다. 즉 잔차의 변동성에 강한 자기상관관계가 

있음을 확인할 수 있다. 평균모형을 적합 시킨 후 잔차의 변동성에 자기상관이 존재하므로 변동성
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모형을 사용할 근거가 충분함을 알 수 있다.  

 

 

평균모형과 변동성모형을 모두 적합 시킨 후의 결과는 <표 3-5>와 같다. <표 3-5>에 나타난 

GARCH(1,1) 추정결과 안정성 조건인 α + β < 1을 만족하였다. 또한 α + β은 0.074 + 0.922 =

0.996으로 1에 매우 가까운 값을 가지고 있으므로 현재의 변동성이 미래에도 지속될 가능성이 높

음을 의미하는 것으로서 KOSPI 200 주가 변동성의 지속성이 높다는 것을 알 수 있다. 

EGARCH(1,1) 추정결과 안정성 조건인 beta < 1을 만족하였다. 또한 레버리지 효과를 나타내는 γ

의 값이 0이 아니므로 비대칭적 효과가 존재함을 알 수 있으며, 이는 현재의 수익률의 큰 폭의 

하락이 가까운 미래의 수익률 변동성을 크게 하는 효과를 가진다는 것을 알 수 있다. GJR-

GARCH(1,1) 추정결과 주가 변동성에 미치는 비대칭적 반응을 나타내는 계수, 즉 ε
t−1

< 0일 때의 

계수인 γ 는 유의한 양의 값을 가지는 것으로 나타났으며, 이와 같은 결과는 예상하지 못한 음(-)

의 수익률이 예상하지 못한 양(+)의 수익률보다 주가변동성을 더 크게 증가시킨다는 것을 의미한

다.  

<표 3-4> AR(2) 적합 후의 잔차와 잔차 제곱의 Ljung-Box Q-통계량 비교  

lag 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

ε
t
 

(p-

value) 

0.000 

(0.986) 

0.001 

(0.999) 

0.193 

(0.979) 

0.667 

(0.956) 

4.333 

(0.502) 

4.819 

(0.567) 

9.157 

(0.241) 

9.453 

(0.306) 

9.455 

(0.396) 

9.645 

(0.472) 

ε
t

2
 

(p-

value) 

65.56 

(0.000) 

162.8 

(0.000) 

191.1 

(0.000) 

315.1 

(0.000) 

425.8 

(0.000) 

504.3 

(0.000) 

531.7 

(0.000) 

572.0 

(0.000) 

622.1 

(0.000) 

712.7 

(0.000) 

<표 3-5> 변동성 모형 적합에 대한 모수 추정결과 

구분 GARCH EGARCH GJR-GARCH 

mu 

(p-value) 

0.00097 

(0.0002) 

0.00056 

(0.0265) 

0.00060 

(0.0179) 
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VaR 예측 

 

KOSPI 200 주가 지수의 VaR 예측을 위해서 목표기간은 1일, 신뢰수준은 95%, 99%로 설정하

였다. VaR 예측을 위한 일별수익률의 모형으로서 <표 3-5>에 적합 된 평균 모형 AR(2)와 변동

성 모형 GARCH(1,1), EGARCH(1,1), GJR-GARCH (1,1)을 고려하기로 한다.  

 

<표 3-6> 변동성 모형 적합 후 잔차의 왜도와 첨도 

구분 GARCH(1,1) EGARCH(1,1) GJR-GARCH(1,1) 

왜도 -0.416 -0.414 -0.408 

첨도 7.083 7.084 7.064 

 

AR1 

(p-value) 

0.02569 

(0.1855) 

0.01966 

(0.2960) 

0.03297 

(0.0796) 

AR2 

(p-value) 

-0.02218 

(0.2755) 

-0.01203 

(0.4256) 

-0.01763 

(0.3535) 

ω 

(p-value) 

0.00000 

(0.4126)  

-0.14294 

(0.0000) 

0.00000 

(0.0471) 

α 

(p-value) 

0.07442 

(0.0005) 

-0.07619 

(0.0000)  

0.02685 

(0.0027) 

β 

(p-value) 

0.92203 

(0.0000) 

0.98217 

(0.0000) 

0.91714 

(0.0000) 

γ 

(p-value) 
 

0.15561 

(0.0000) 

0.09077 

(0.0000) 

우도함수값 8100.381 8129.910 8122.716 
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<표 3-6>는 평균 모형 AR(2)와 변동성 모형 GARCH(1,1), EGARCH(1,1), GJR-GARCH(1,1)을 

적합 시킨 후의 잔차에 대한 왜도와 첨도의 결과이다. 왜도의 값이 -0.4로 왼쪽으로 치우쳐짐을 

확인할 수 있고, 첨도의 값이 7로 정규분포의 첨도인 3보다 큰 값을 가지므로 비정규성을 나타내

고 있다. 그러므로 모형의 오차항에 정규분포를 가정하는 것은 적합하지 않음을 알 수 있기 때문

에 첨도의 값이 큼을 설명하기 위해서 T-분포를 고려할 것이고, 왼쪽으로 치우친 분포를 함께 설

명하기 위해서 Skewed T-분포를 고려하여 VaR를 예측할 것이다.  

 

<표 3-7> 변동성 모형 및 오차 분포별 VaR 예측 결과 

분포 신뢰수준 GARCH(1,1) EGARCH(1,1) GJR-GARCH(1,1) 

Normal 

p = 0.05 0.069 0.061 0.063 

p = 0.01 0.017 0.024 0.017 

T 

p = 0.05 0.075 0.067 0.069 

p = 0.01 0.016 0.021 0.012 

Skewed T 

p = 0.05 0.043 0.040 0.043 

p = 0.01 0.006 0.009 0.007 

 

 

<표 3-7>은 95%, 99% 신뢰수준에 따른 변동성 모형별 VaR를 예측한 결과이다. 정규분포로 

가정하여 VaR를 예측한 결과가 모두 신뢰수준보다 큰 값을 갖는다. 그러므로 정규분포를 가정하

여 VaR를 추정하는 것이 적절하지 않음을 확인할 수 있다. 다음으로 두꺼운 꼬리 분포인 T-분포

로 가정하여 예측한 VaR는 99% 신뢰수준에서 정규분포보다 향상된 VaR를 예측할 수 있다. 보다 

정확한 추정을 위해서 한쪽으로 치우쳐짐까지 설명할 수 있는 Skewed T-분포를 가정하여 VaR

를 추정한 결과가 신뢰수준보다 작은 값들을 갖는 것을 확인할 수 있다. 결론적으로 오차항의 분

포의 왜도와 첨도를 고려한 Skewed T-분포를 고려한 것이 가장 좋다고 할 수 있다. 변동성 모형

에 따라서는 일반적인 모형인 GARCH(1,1)일 때보다 EGARCH (1,1), GJR-GARCH(1,1)을 고려해

서 구한 VaR가 더 정확하게 추정하는 것을 확인할 수 있다. 이로써 레버리지효과를 설명하는 변
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동성 모형을 이용할 때 더 정확한 VaR가 추정됨을 확인할 수 있다.  

 

사후검증 결과 

 

(1) 무조건부적 위험흡수성 검정 

모형에 의해서 발생한 실제 예외적 사항의 빈도가 주어진 신뢰수준에 따라 기대되는 예외 사항

의 빈도와 일치해야 한다는 것을 검정하기 위해서 LRuc 통계량으로 검정을 실시하였다.  LRuc 통

계량은 자유도가 1인 카이제곱분포를 따르고 모형이 적합하다는 귀무가설 하에서 검정을 실시한

다.  

 

<표 3-8> 무조건부적 위험흡수성 검정 결과 

분포 신뢰수준 GARCH(1,1) EGARCH(1,1) GJR-GARCH(1,1) 

Normal 

p = 0.05 

0.00015 0.02252 0.00773 

기각 기각 기각 

p = 0.01 

0.00231 0.00000 0.00423 

기각 기각 기각 

T 

p = 0.05 

0.00000 0.00063 0.00015 

기각 기각 기각 

p = 0.01 

0.02216 0.00004 0.38348 

채택 기각 채택 

Skewed T 

p = 0.05 

0.11458 0.03376 0.11458 

채택 기각 채택 

p = 0.01 

0.05210 0.64752 0.15409 

채택 채택 채택 

 

정규분포를 가정했을 경우에는 모든 모형에 대한 p-value가 0.05보다 작은 값을 가져 귀무가설
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을 기각함으로 모형이 적합하지 않음을 <표 3-8>에서 확인할 수 있다. T 분포의 경우에는 신뢰

수준 95%일 때는 p-value가 모두 0.05보다 작게 나타나므로 기각을 하지만 신뢰수준 99%일 때

에는 EGARCH(1,1)을 제외한 GARCH (1,1), GJR-GARCH(1,1)에서는 p-value가 0.05보다 크므

로 모형이 적합함을 확인할 수 있다. Skewed T-분포일 때는 T-분포에서 추가적으로 왜도를 고

려한 경우이기 때문에 신뢰수준 95%일 때 EGARCH(1,1)을 제외한 모든 모형에서 p-value가 

0.05보다 큰 값을 가져 모형이 적합함을 확인할 수 있다.  

 

 

(2) 독립성 검정 

실제 손실이 예측 VaR를 초과함이 일정한 패턴을 갖지 않고 무작위적임을 검정하기 위해서 

LRind통계량으로 검정을 실시하였다. LRind통계량은 자유도가 1인 카이제곱분포를 따르고 예측 

VaR의 값들이 서로 독립이라는 귀무가설 하에서 검정을 실시한다.  

 

 

<표 3-9> 독립성 검정 결과 

분포 신뢰수준 GARCH(1,1) EGARCH(1,1) GJR-GARCH(1,1) 

Normal 

p = 0.05 

0.07565 0.00840 0.69518 

채택 기각 채택 

p = 0.01 

0.60856 0.03171 0.29242 

채택 기각 채택 

T 

p = 0.05 

0.22769 0.00946 0.87140 

채택 기각 채택 

p = 0.01 

0.32290 0.05956 0.44490 

채택 채택 채택 

Skewed T p = 0.05 0.09599 0.00489 0.72794 
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채택 기각 채택 

p = 0.01 

0.70334 0.15291 0.65668 

채택 채택 채택 

 

 

<표 3-9>에서 보듯이 GARCH(1,1)과 GJR-GARCH(1,1)은 모든 분포에 대하여 p-value가 

0.05보다 크므로 귀무가설을 채택하여 예측 VaR의 값들이 서로 독립임을 확인할 수 있다. 반면에 

EGARCH(1,1)에서는 T-분포와 Skewed T-분포에서 신뢰수준 99%일 때만 p-value가 0.05보다 

크므로 예측 VaR의 값들이 서로 독립이고 다른 모형은 서로 독립이 아님을 확인할 수 있다.  

 

(3) 조건부적 위험흡수성 검정 

 

VaR 측정 모형으로서의 적합성을 검정하기 위해서 LRcc  통계량으로 검정을 실시하였다. LRcc 

통계량은 자유도가 2인 카이제곱분포를 따르고, 모형 적합과 독립성에 대한 모든 조건을 만족한

다는 귀무가설 하에서 검정을 실시한다. 

 

 

<표 3-10> 조건부적 위험흡수성 검정 결과  

분포 신뢰수준 GARCH(1,1) EGARCH(1,1) GJR-GARCH(1,1) 

Normal 

p = 0.05 

0.00022 0.00285 0.03420 

기각 기각 기각 

p = 0.01 

0.01467 0.00000 0.01620 

기각 기각 기각 

T p = 0.05 

0.00001 0.00014 0.00066 

기각 기각 기각 
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p = 0.01 

0.04482 0.00003 0.51091 

기각 기각 채택 

Skewed T 

p = 0.05 

0.07205 0.00200 0.27105 

채택 기각 채택 

p = 0.01 

0.14104 0.32433 0.32810 

채택 채택 채택 

 

 

<표 3-10>의 결과를 확인해 보면, Skewed T-분포에 대해서는 신뢰수준 95%, EGARCH(1,1)

일 때를 제외하고 모든 모형과 신뢰수준에서 모형 적합과 독립성을 모두 만족한다. 정규분포와 

T-분포일 때는 신뢰수준 99%, GJR-GARCH(1,1)일 때를 제외한 모든 경우에서 귀무가설을 기각

하므로 모형의 적합성과 독립성을 만족하지 않음을 확인할 수 있다.  

결론적으로 모형의 적합성과 독립성의 조건을 만족하기에는 정규분포와 T-분포보다는 왜도와 

첨도를 고려해서 모형을 설명할 수 있는 Skewed T-분포일 때 정확한 것을 확인할 수 있다. 또한 

변동성 모형의 측면에서 본다면 리버리지 효과를 설명하는 GJR-GARCH(1,1) 모형이 다른 모형들

과 비교해서 잘 적합함을 확인할 수 있다. 

 

 

4. 결론 

 

본 논문에서는 KOSPI 200 지수 일별 수익률을 자료로 사용하여 대표적인 시장위험 측도인 

VaR 분석을 실시하였다. KOSPI200 자료에 대한 기초 분석 결과 분산에 자기상관관계가 존재하

고, 변동성 군집현상이 발생하는 등 금융시계열의 여러 가지 특징들을 확인할 수 있었다. 이러한 

변동성의 특징들을 설명하기 위해 가장 기본적인 변동성모형인 GARCH 모형을 이용하여 분석하

였다. 그러나, 일반적인 GARCH 모형이 레버리지 효과를 설명하기에 적합하지 않기 때문에 이를 

극복하기 위해 EGARCH, GJR- GARCH 모형 등을 비교하여 분석하였다. 한편 변동성 모형의 오
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차항의 분포는 기본적으로 정규분포를 가정하지만, 실제 자료의 기초 통계량의 값이 중심과 꼬리

에 많은 값들이 분포하는 급첨을 나타내고 있으며 한쪽으로 치우쳐진 분포를 갖기 때문에 T-분

포와 Skewed T-분포를 가정하여 오차항의 비정규성을 설명하고자 하였다. 여러 가지 변동성 모

형과 확률분포를 통해 추정된 VaR가 얼마나 정확하게 자료를 설명하고 있는지 확인하기 위하여 

사후검증을 시행하였다. 결론적으로 변동성 모형중에서는 일반적인 모형인 GARCH모형 보다는 

레버리지 효과를 고려한 EGARCH, GJR-GARCH 모형이 더 정확한 VaR를 추정하였고, 오차항의 

분포에서는 정규분포보다 T-분포, T-분포보다는 Skewed T-분포가 더 정확한 VaR를 추정하는 

것으로 나타났다.  

레버리지 효과를 나타내는 변동성 모형으로는 EGARCH, GJR-GARCH 모형 외에도 다양한 모

형이 존재한다. 본 논문에서 적합 시키지 않은 APARCH 모형도 레버지리 효과를 나타내는 모형 

중의 하나이다. 뿐만 아니라 잔차의 비정규성에 대해서 좀 더 다양한 분포를 적용 시킨다면 더 정

확한 VaR를 측정할 수 있을 것으로 판단된다. 이는 향후 연구로 남기도록 한다.  
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요약: 생체막단백질은 수용성 단백질과 달리 소수성의 생체막 환경에 놓여져 있어 세포막 단백질의 

3차원 구조는 수용성단백질의 것과는 아주 다르다. 따라서,. 일반적인 단백질의 분석 방법과 달리 

생체막 단백질은 유사 생체막 하에서 고체상 핵 자기 공명 분광법(Solid-state NMR spectroscopy)을 

이용하여 연구하는 방법이 실제와 가장 유사한 구조 정보를 나타낸다고 알려져 있다. 

 고체상 핵 자기 공명 분광법을 이용한 구조 연구는 유사 생체막에 배향된 세포막 단백질을 SLF 

type의 SAMMY 또는 SAMPI4와 같은 15N-1H dipolar coupling 을 측정할 수 있는 실험을 통해 

이루어지고, 배향정보는 PISA wheel 패턴의 simulation을 통해 얻을 수 있다. 이 논문에서는 생체막 

단백질의 SAMPI4 스펙트럼의 프로세싱 과정과 PISA wheel 시뮬레이션 과정을 통해 단백질의 배향에 

대한 정보를 얻고자 한다. 

 

 

서 론 

 

생체막 단백질은 인체 내에서 세포 안팎의 물질 수송, 세포 항상성 조절, 

신호의 전달 등 중요한 기능을 수행한다. 이러한 중요성으로 인해 현재 개발 

중인 신약의 50 % 정도가 생체막 단백질을 타겟으로 한다.[1] 

 세포막 단백질에서 기능에 대한 이해는 그 단백질의 구조 정보를 기반으로 

하지만 현재까지 생체막 단백질 대해서 밝혀진 구조 정보는 현저히 부족한 

상태이다.[2]  

수용성 단백질의 경우 액체상 핵자기공명분광법(Solution NMR spectroscopy)과 X-

ray 결정학을 이용해 그 구조와 기능에 대해 많은 연구 결과를 얻어왔지만, 

생체막 단백질은 그 특유의 소수성과 주변 환경의 특이성으로 인해 수용성 

단백질과는 다른 연구 방법이 필요했다. 고체상 핵자기공명분광법은 지방질 

                         
1 이 논문은 2013학년도 한국외국어대학교 학술연구비 지원에 의하여 이루어진 것임. 
2 한국외국어대학교 자연과학대학 화학과 교수 
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이분자층이나 바이셀과 같은 유사 생체막 상황 하에서 세포막 단백질의 구조 

연구를 가능하게 하는 방법으로 위의 두 연구 방법의 제한을 극복하게 했다. 

고체상 핵자기공명분광법을 이용한 생체막 단백질의 구조연구는 지방질 

이분자층이나 바이셀 상에서 생체막 단백질을 배향시킨 후 고체상 핵 자기 공명 

실험 기법인 15N-1H 2D PISEMA(two dimensional polarization inversion of spin exchange 

at the magic angle), SAMMY(separated local field spectroscopy based on magic-sandwich 

pulses)와 SAMPI4 를 이용해 연구한다.[3-5] 최종적으로 이 연구에서는 기존 

SAMMY 실험보다 더 높은 분해능을 갖는 최신의 기법인 SAMPI4 를 적용했다. 

이 실험의 결과는 PISA(Polar Index Slant Angle) wheel 패턴이라는 생체막에서의 

배향과 구조에 대한 정보로 분석 되며, 이 PISA wheel 패턴을 분석하는 것을 통해 

유사 생체막에서 생체막 단백질의 배향에 대한 정보를 얻는다. 

 15N-1H 2D SAMPI4 실험은 생체막 환경 하에서 생체막 단백질에 대한 배향에 

대해 중대한 정보를 담고 있지만, 시료 준비 및 실험 조건의 확립의 어려움을 

갖는다.  

이 논문은 생체막 단백질로써의 hAß-TM[6-7]의 유사 생체막 하에서의 배향에 

대한 정보를 얻기 위해 hAß-TM 의 15N-1H 2D SAMPI4 스펙트럼을 프로세싱 하는 

과정과 PISA wheel 시뮬레이션을 통해 hAß-TM 의 tilt angle 의 정보를 구하려고 

한다. 

 

 

실 험 

 

바이셀 상에 배향된 hAß-TM의 15N-1H 2D SAMPI4 데이터는 Bruker Avance III 

800 MHz 핵 자기 공명 분광기에서 본 연구실에서 직접 제작한 home-built 5 mm 

round coil narrow bore 고체상 핵 자기 공명 프로브를 이용해서 얻었다. 확보된 

스펙트럼은 화학적 이동(chemical shift) 정보를 기반으로 하는 일반적인 2D 

실험과는 차이가 있고, 따라서 일반적으로 핵 자기 공명 스펙트럼의 프로세싱에 
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사용되는 MestReNova와 TOPSPIN 같은 프로그램으로는 스펙트럼 고유의 정보를 

나타내기에는 부족하다. 따라서, 이 실험에서는 NMRPipe를 이용해서 스펙트럼의 

정보를 프로세싱하였다.[8] 

hAß-TM의 SAMPI4 스펙트럼은 Bruker의 TOPSPIN 프로그램의 형식으로 

얻어져 있기 때문에, NMRPipe의 형식에 맞도록 수정되었다. NMRPipe는 

스크립트를 기반으로 하는 프로그램으로써, FID(Free Induction Decay) 데이터 역시 

스크립트를 통해 변환을 하였다. WindowXP OS에서 SFU 3.5(Windows Service For 

Unix 3.5)를 사용하여 NMRPipe를 실행했고, 그 결과를 스펙트럼으로 시각화하기 

위해서 NMRDraw를 사용했다. NMRDraw는 GUI(Graphic User Interface)이기 때문에 

추가적으로 Xming(Window를 위한 X Server)을 이용했다. 스크립트의 작성 및 

실행은 Unix 기반의 c shell을 사용했고, FID 데이터는 bruk2pipe 프로그램을 

이용해 변환되었다. 정확한 변환을 위해서 변환 스크립트에는 해당 

스펙트로메터에 대한 정보와 측정된 스펙트럼의 실험 파라메터가 필요하다. 

 

 

1   bruker2pipe –in ./ser \ 

2   -bad 0.0 –noaswap –DMX –decim 4 –dspfvs 10 –grpdly -1 \ 

 

 

스크립트의 첫 번째 구문에는 bruker 타입의 2D 스펙트럼 데이터를 불러오도록 

입력하고, 두 번째 구문에는 FID의 사용 포인트 설정(bad : FID의 시작부분의 bad 

time의 설정)과 hAß-TM의 측정에 사용된 Avance III 스펙트로메터는 DMX 

형식으로, 데이터의 오버 샘플링 속도(decim)은 4로 입력했다. 그리고 측정에 

사용된 프로그램의 펌웨어 버전(dspfvs)과 디지털 필터의 딜레이(grpdly)를 

입력했다. 그 다음으로 실험에 사용된 각 dimension에 적용된 데이터 포인트의 

수(xN, yN: real과 imaginary의 data point, xT, yT: real data point)가 설정이 되었다. 

각각 실제 측정된 f2 영역(15N)의 데이터는 x로 표현됐고, 간접 관측 영역인 f1 
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영역(15N-1H dipolar coupling)의 데이터는 y로 표현됐다. 획득된 각 영역의 데이터 

포인트는 각 영역의 획득 방법에 따라 설정했다(-xMode, -yMode). 

 

 

3   -xN              512  -yN                32 \ 

  4   -xT              256  -yT                16 \ 

  5   -xMODE        Complex  -yMODE        Real  \ 

 

 

실제 측정 영역의 스펙트럼의 폭(spectral width)은 실험 데이터와 동일하게 

설정되었고, 간접 측정 영역의 스펙트럼의 폭은 SAMPI4에 사용된 1H의 펄스의 

길이와 실험 테크닉이 갖는 고유 환산계수(scaling factor)를 이용해 계산되었다. 이 

실험에서는 1H 90˚ 펄스의 길이는 5.43 ㎲였고, SAMPI4의 환산계수인 1.0927을 

이용해 다음과 같은 스펙트럼 폭을 얻었다. 

 

6   -xSW      40650.406    -ySW      21067.317 \ 

 

스펙트럼의 관측 공명 주파수는 MHz 단위로 사용됐고, 해당 중심 위치의 

화학적 이동 값을 표시하였다. 실험의 영역의 수(ndim)과 2D 데이터의 

형식(aq2d)를 정하고, 스크립트 실행 후 변환된 파일을 출력하였다. 

 

7   -xOBS      81.0948255    -yOBS       800.2604981     \ 

8   -xCAR      76.429        -yCAR      -0.1             \ 

9   -xLAB        15N        -yLAB           1H-15N     \ 

10  -ndim          2         -aq2D          Magnitude     \ 

11  -out ./hAb.fid -verb -ov 

 

스크립트를 통해 변환된 출력 파일은 시간에 대한 정보로 나타나 있는 FID 

형태이며 주파수에 대한 정보로 변환하기 위해서는 퓨리에 변환(Fourier transform) 
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과정을 거치게 되며, 이 때 다양한 윈도우 함수(window function)을 통해 데이터의 

프로세싱을 거치게 된다. 프로세싱 과정은 nmrPipe 명령어를 통해 이루어지게 

된다. 

 

1   nmrPipe -in hAb.fid \ 

2   nmrPipe -fn EM -lb 50.0 -c 1 \ 

 

앞에서 만들어진 SAMPI4 실험의 FID 파일을 input으로 입력하여 프로세싱이 

진행됐다. 퓨리에 변환 이전에 f2 영역에 윈도우 함수를 적용하였다. 이 

스펙트럼에서는 EM(exponential multiplication)이 최종적으로 결정됐다. 

Lb(Exponential line broadening)은 50 Hz를 사용했다.  

 

3   nmrPipe -fn ZF -size 1024 \ 

4   nmrPipe  -fn PS -p0 -105  -p1 0 \ 

5   nmrPipe -fn POLY -time \ 

6   nmrPipe -fn FT -verb \ 

 

FID 데이터의 ZF(zero-filling)은 실제 데이터 포인트의 두 배인 1024를 사용했고, 

f2 영역의 phase와 baseline의 조정을 수행한 후 퓨리에 변환을 진행했다.  

 

7   nmrPipe  -fn TP \ 

8   nmrPipe -fn ZF -size 64 \ 

9   nmrPipe  -fn PS -p0 -120 -p1 -20 -di \ 

10  nmrPipe  -fn POLY –auto -verb \ 

11  nmrPipe  -fn FT -verb \ 

12  nmrPipe  -fn TP \ 

13  -verb -ov -out hAb.ft2 

 

 다음으로 f1 영역으로 변경한 후(TP: Transpose), f2 영역과 마찬가지로 
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프로세싱을 진행했다. 다양한 sinebell, EM등 다양한 윈도우 함수를 적용하여 

최적화를 진행했고, hAß-TM의 경우 어떠한 윈도우 함수도 적용하지 않았던 것이 

가장 좋은 결과를 나타냈다. 

 f1 영역의 ZF 역시 f2와 마찬가지로 실제 포인트의 2배를 적용하였고, phase의 

최적화(PS: phase correction, -P0: Zero-order, -P1: First-order)는 -di option을 사용하여 

imaginary 데이터를 제거한 후, real 데이터만을 이용하여 진행했다. baseline의 조정 

후 f1 영역의 퓨리에 변환을 진행하여 데이터를 획득했다.  

 완성된 스크립트를 수행하여 hAß-TM의 2D SAMPI 데이터를 변환 한 후 

NMRDraw를 이용해 스펙트럼을 그려냈다.(그림1) f1 영역의 데이터는 15N-1H의 

dipolar coupling 상수는 주파수로 표시했다. 

 그림 1(a)는 프로세싱 파라메터를 최적화 하기 이전의 스펙트럼으로써 

상대적으로 많은 노이즈 신호와 phase 오차를 보이고 있으며, f1 영역에서 800 Hz 

이상의 FWHM(full width at half maximum)을 보이고 있다.  

 

 

그림 1. hAß-TM의 15N-1H 2D SAMPI4 스펙트럼. (a) 프로세싱 파라메터의 최적화 

전 (b) 프로세싱 파라메터의 최적화 후. 

  

 

hAß-TM의 스펙트럼은 그림 1(b)와 같이 프로세싱을 통해 최적화 됐다. 이 

스펙트럼은 phase의 오차가 없고, 또한 상대적으로 더 적은 노이즈를 보이고 



2D 15N-1H SLF 고체NMR 스펙트럼에서 Helix Tilt-angle 계산 

 

 

7 

있고, f1 영역의 FWHM 역시 500 Hz 이하의 더 좋은 분해능을 갖는다.  

이 스펙트럼에서 hAß-TM의 신호는 생체막을 관통하는 단백질이 갖는 화학적 

이동 값인 80-100 ppm 부근에서 나타나고 있으며, 15N-1H dipolar coupling 역시 2-4 

KHz 사이의 값으로 생체막 단백질에 해당하는 것을 확인할 수 있었다. [10] 

 hAß-TM의 배향을 확인하기 위해 UCSD Opella교수 Lab.에서 제공받은 MATLAB 

으로 씌여진 PISA wheel 패턴 시뮬레이션 프로그램을 이용하였다. 이 프로그램은 

NMRPipe와 마찬가지로 스크립트 기반 프로그램으로써, 시뮬레이션 하고자 하는 

세포막 단백질의 예상 tilt angle, torsion angle(또는 backbone dihedral angle) 및 

아미노산의 수와 같은 단백질의 구조 정보와 15N과 1H의 화학적 이동 tensor, 

생체막의 order 파라메터 같은 NMR 관련 파라메터를 기반으로 하여 hAß-TM의 

구조계산을 가능하게 한다. hAß-TM의 구조에 대한 PISA Wheel 패턴의 초기 

시뮬레이션은 ideal α-helix 정보에서부터 시작됐다.  

 

1   N=32; 

2   s11N=64;  s22N=77;  s33N=222; 

3   s11H=3;    s22H=8;   s33H=17; 

4   d=1.07e-10;   rCH=1.1e-10;   rNC=1.45e-10; 

 

 hAß-TM의 아미노산의 갯수(N = 32)가 시뮬레이션에 적용되었고, 화학적 이동 

tensor 값은 15N에 대해서 δ11(s11N) = 64 ppm, δ22(s22N) = 77 ppm 그리고 δ33(s33N) = 

222 ppm이, 1H에 대해서는 δ11(s11H) = 3 ppm, δ22(s22H) = 8 ppm 그리고 δ33(s33H) = 

17 ppm가 적용됐다. 또한, 각 아미노산의 dipolar coupling 값을 계산하기 위해 각 

핵간의 거리 정보가 입력됐다.(d : N-H 결합길이= 1.07 Ǻ, rNC : N-Cα 결합길이= 

1.45 Ǻ, rCH : Cα-H 결합길이= 1.1 Ǻ) 

 

5   PHI=-65;  PSI=-40; 

6   S=0.85 

7   tilt=18 
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hAß-TM의 torsion angle Φ(PHI)와 Ψ(PSI)는 ideal α-helix의 값인 -65˚, -40˚에서 

시뮬레이션을 시작했다. Torsion angle은 α-helix내의 backbone intrahelical 수소결합 

패턴을 결정하는 중요한 인자로써, 스펙트럼 결과에 대해 torsion angle의 

최적화를 통해 그림 2(b)와 같은 α-helix 내부의 구조 정보를 얻었다.[9] Order 

파라메터(S)는 실험에 사용된 생체막의 움직임(motion)에 대한 정보를 나타내는 

값으로써 0에서 1까지의 값을 갖는다. 실험에서 사용된 바이셀에 대해서는 

0.85의 값을 사용하여 시뮬레이션을 진행했다.[11] 

생체막단백질의 tilt angle은 지방질 이분자층막 또는 바이셀의 탄화소수 사슬의 

방향축(bilayer or bicelle normal)에 대해 세포막 단백질이 이루는 각도로써, 

생체막을 직선으로 관통하는 경우는 0˚로 표시된다. 생체막에 대한 hAß-TM의 

배향은 PISA wheel 패턴의 tilt angle의 fitting에 의해 결정됐다. 

 

 

그림 2. hAß-TM의 PISA wheel pattern 시뮬레이션 (a) tilt angle 보정 과정 (b) hAß-

TM의 최종 PISA wheel 패턴 (17˚~19˚) 

 

 

 그림 2(a)는 이 tilt angle의 fitting 과정을 나타내며, 다양한 tilt angle(15˚~60˚)을 

적용하여 스펙트럼과 PISA wheel 패턴과의 겹쳐짐을 확인하며, 최적의 PISA wheel 

패턴을 확보했다. 최종적으로 PISA wheel 패턴을 통해 확인된 hAß-TM의 tilt 

angle은 17˚ ~ 19˚ (18˚±1˚)로 결정됐다. (그림 2(b)) 결론적으로, 시뮬레이션을 통해 
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구해진 hAß-TM의 구조는 바이셀 상에서 α-helix 형태의 패턴을 보이며, 약 18˚ tilt 

angle로 막을 관통하는 것을 확인할 수 있었다. 
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Silver-Assisted Laser Desorption/Ionization Mass Spectrometric 

Analysis of Cholesterol Derivatives1 

 

Sangwon Cha2 

 

ABSTRACT: In this study, laser desorption/ionization (LDI) characteristics of cholesterol derivatives were 

investigated. Colloidal silver was used as a matrix, and hydroxycholesterol and cholesterol acetate compounds were 

selected for exploring dehydration tendencies in silver-assisted LDI mass spectrometry (MS). We found that 

dehydration tendencies in LDI processes are strongly dependent on hydroxyl group position. This position- 

dependent dehydration patterns in LDI MS could be used for differentiating structural isomers of cholesterol 

derivatives.   

 

Introduction 

Cholesterol is one of major components in cell membrane and is highly localized at lipid 

rafts in cell membrane. Mass spectrometric analyses of cholesterol and its derivatives are 

usually performed by the combination of chromatographic separation techniques with a 

variety of mass spectrometric methodologies. GC coupled with electron ionization MS has 

been used for typical analysis of sterols. GC-MS are sensitive and selective, but chemical 

modification due to high temperature analysis condition and laborious derivatization steps 

are disadvantageous. HPLC were coupled with several ionization techniques for cholesterol 

analysis. Among those, HPLC with atmospheric pressure chemical ionization (APCI) MS is 

the most popular method [1 - 3] whereas standard electrospray ionization (ESI) method is not 

efficient ionization methods for sterols [4].  Therefore, derivatization of sterols before 

spraying [5] or silver ion coordinated spraying [6] were demonstrated for effective ion 

generation through ESI in analysis of sterols and their esters.  

Matrix-assisted laser desorption/ionization MS (MALDI MS), one of beam-based ionization 

techniques, also has been used for sterol analysis. However, sensitivity of sterols in 
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conventional MALDI MS was usually poor and most of sterols were detected as dehydrated 

molecules which lead to loss of structural information [7]. In order to overcome this issue, 

we recently reported the use of colloidal silver as an LDI matrix for cholesterol analysis [8]. 

Cholesterol was detected as silver-adduct ion ([107Ag + 109Ag]+) without observing 

dehydrated ions [8]. In this study, we investigated ionization characteristics of sterols in 

silver-assisted laser desorption/ionization (LDI) MS with several cholesterol derivatives. 

  

Experimental Methods 

Sterol standards were purchased from Steraloids Inc. (Newport, RI). Colloidal suspension of 

silver (20 ppm) was purchased from Purest Colloids (Westhampton, NJ). Lipids were 

dissolved in chloroform to a final concentration of 1.0 mg/mL. One microliter of cholesterol 

derivative sample was deposited on a commercial MALDI target-plate and air-dried. Then, 

two microliters of colloidal silver solution was deposited onto the sample and dried under 

moderate vacuum (~50 Torr). Mass-spectrometric analysis was performed with a Biosystems 

Voyager-DE PRO instrument (Framingham, MA) equipped with a N2 laser (337 nm). The 

mass spectra were acquired in the reflectron mode with a 20 kV accelerating potential. 

Typically, 200 laser pulses were accumulated for generating a spectrum. 

 

Results & Discussions 

LDI mass spectra of hydroxycholesterol. In order to investigate water elimination properties 

in silver-assisted LDI MS, we first analyzed hydroxycholesterols shown in Figure 1. 

 

Figure 1. 4-hydroxycholesterol (left) and 25-hydroxycholesterol (right). 
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Figure 2. Silver-assisted LDI mass spectrum of 4-hydroxycholesterol. 

Figure 2 shows the LDI mass spectrum of 4-hydroxycholesterol. In Figure 2, the intact 

silver-adduct ion peak appeared at m/z 509.3 and water eliminated peak showed up at m/z 

491.3. In water eliminated peak region, however, another bit stronger peak at m/z 492.1 was 

also detected, which could be an impurity or a byproduct. In conventional MALDI, sodium 

adduct peak was usually detected at m/z 425.3 with smaller intensity than that of silver 

adduct peak in the silver-assisted LDI mass spectrum (data not shown). 

 

 

Figure 3. Silver-assisted LDI mass spectrum of 25-hydroxycholesterol. 
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Figure 3 shows the LDI mass spectrum of 25-hydroxycholesterol. Compared to the mass 

spectrum of 4-hydroxycholesterol, water eliminated peak at m/z 491.3 was stronger in the 

mass spectrum of 25-hydroxycholesterol. In addition to this, two water molecule-eliminated 

peak ([M - 2H2O + Ag]+) was also observed in the mass spectrum of 25-hydroxycholesterol.  

This phenomenon indicates that, in the event of silver-assisted LDI ionization, the hydroxyl 

group at 25 position is more easily eliminated than that at 4 position.  

 

LDI mass spectra of cholesterol acetate. Two cholesterol acetates shown in Figure 4 were 

tested for exploring ionization tendency of enantiomeric sterols.  

 

Figure 4. 5-Cholesten-3β-ol (left) and 5-cholesten-3α-ol (right). 

 

 

Figure 5. Silver-assisted LDI mass spectrum of 5-cholesten-3β-ol. 
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Figure 5 shows the LDI mass spectrum of 5-cholesten-3β-ol acetate. Both intact silver-

adduct ion peak and acetic acid loss (-60 Da) peak ([M – CH3COOH + Ag]+) were detected 

at m/z 535.3 and m/z 475.3, respectively. And the acetic acid loss peak was stronger than the 

intact ion peak. De-acetylation mechanism is known as McLafferty rearrangement [9]. 

Arrow-marked peaks in Figure 5, which are at m/z 479.0, have 56.3 Da difference from intact 

ion. Those unidentified peaks could be a byproduct of cholesterol acetate. 

 

Figure 6. Silver-assisted LDI mass spectrum of 5-cholesten-3α-ol. 

Figure 6 shows the LDI mass spectrum of 5-cholesten-3α-ol acetate. Both intact silver-

adduct ion peak and acetic acid loss (-60Da) peak were also detected, but intact ion peak was 

stronger than de-acetylated peak in this mass spectrum. And arrow marked peaks were more 

intense than those in the mass spectrum of 5-cholesten-3β-ol acetate (Figure 5). One 

interesting observation was that sodium adduct ion peak (at m/z 451.3, [M + Na]+) also 

showed up and this peak was even stronger than that in a conventional MALDI mass 

spectrum. Based on above two spectra, we can conclude that de-acetylation process is easy to 

occur when acetyl group is at beta-position. 
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Summary 

In this study, laser desorption/ionization (LDI) characteristics of cholesterol derivatives were 

investigated with a colloidal silver matrix. Two hydroxycholesterol, of which hydroxyl group 

positions are different, were tested. And two cholesterol acetate compounds which are an 

enantiomer each other were also subjected to mass spectrometric analysis. From four mass 

spectra collected from these cholesterol derivatives, we found that dehydration tendencies in 

LDI processes are strongly dependent on hydroxyl group position. This position-dependent 

dehydration patterns in LDI MS could be used for identifying structural isomers of 

cholesterol derivatives. Future studies will include investigation of other cholesterol 

derivatives and tandem MS analysis. 
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 Establishment of a Cell-Based Assay System for NFAT Activity1 

 

Yumi Chun and Jungchan Park2 

 

ABSTRACT : Transcription factors NFAT and AP-1 have been known to play important roles in induction and 

coordination of the immune response. Here we report generation of a dual reporter cell line Jurkat NFAT/AP-1 

which was stably transfected with two reporter plasmids pIL-2NFAT-lacZ and pAP-1-luc. Jurkat NFAT/AP-1 

showed high-level expression of reporter genes by the treatment of their cognate mitogenic stimulants such as PMA 

and ionomycin for NFAT and PMA alone for AP-1. 

 

 

Introduction 

 

Nuclear factor of activated T cells (NFAT) is a family of transcription factors that regulates 

activation-induced transcription of many immunologically important genes. Several lines of 

evidence suggest that NFAT can be a molecular target for immunosuppression: 1) It plays an 

important role in transcription of many cytokine genes, including IL-2, IL-3, IL-4, IFN-γ, 

TNF-α, and GM-CSF, that are critical for induction and coordination of the immune response 

(1,2). 2) Deficiency of NFAT expression or function was observed in several patients 

showing the severe combined immunodeficient disease (3,4). 3) Moreover, suppression of 

many cytokine productions by the potent immunosuppressive drugs such as cyclosporin A 

and FK-506 are known to be mediated by indirect inhibition of NFAT function by the drugs 

(5). 

Many of the NFAT binding sites in the transcriptional regulatory regions form a co

mposite site with other transcription factor such as AP-1. The calcium regulated trans

cription factors of the NFAT family act synergistically with AP-1 (Fos-Jun) proteins o

n composite DNA element where NFAT and AP-1 form highly stable ternary complex
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 to regulate the expression of diverse inducible genes (2). For instance, NFAT site in

 the IL-2 promoter is occupied by NFAT and AP-1 in a cooperative manner (6), and

 AP-1 binding is essential for NFAT binding as well as for function of transcriptional

 activation (7,8). Activation of NFAT and AP-1 requires concerted activation of two 

different signaling pathways (2). The activation of NFAT protein is regulated by calci

um and calcineurin, whereas that of AP-1 protein is regulated by other pathways incl

uding protein kinase C (PKC) and Ras (2,9). Calcium mobilization activates the phos

phatase calcineurin which dephosphorylates NFAT on multiple serine residues (10,11) 

and causes its translocation from the cytoplasm to the nucleus. This process can be i

nhibited by the calcineurin inhibitors Cyclosporin A and FK506 (5,12). Stimulation of

 the PKC/Ras pathway results in activation of AP-1 transcription complexes which ar

e composed of dimers of the basic leucine zipper (bZIP) proteins Fos and Jun (13). 

Thus, most of NFAT reporter constructs, particularly IL-2 NFAT reporter construct wh

ich is a prototype of an NFAT reporter, have limitation in evaluating NFAT activity b

y themselves. To overcome this limitation, we have generated a stable Jurkat T cell l

ine containing a dual reporter of NFAT-lacZ and AP-1-luc. This cell line not only act

s as a cell based assay system that is possible for high-throughput screening of imm

unosuppressive compounds but also provides a convenient tool for evaluating both NF

AT and AP-1 activity in a same time.  

  

 

Materials and methods 

 
Plasmids  

The reporter construct pIL-2NFAT-lacZ contained three copies of distal NFAT binding site 

in the human IL-2 promoter, a minimal IL-2 promoter upstream of the beta-galactosidase 

gene, and Hygromycin B resistant gene. pAP-1-luc included seven copies of AP-1 sites, a 

thymidine kinase minimal promoter, luciferase gene, and neomycin resistant gene (Fig. 1). 
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Cell culture  

The Jurkat human T cell leukemia cell line was maintained in RPMI1640 supplemented 

with 10% fetal bovine serum, 100U/ml penicillin G, 100g/ml streptomycin and 2mM 

glutamine and grown at 37 ℃ in 5 % CO2 incubator. 

 

Stable transfection and Selection 

1X107 Jurkat T cells were transfected with 10g of linealized reporter plasmids by 

electroporation. Cells were harvested and washed with serum free RPMI 1640 medium, and 

resuspended with 300l of serum free RPMI 1640 medium. Electroporation was performed 

at 250V and 960F with BIORAD GENEPULSER. At 24 hour after transfection, the 

transfected cells were seeded in a 24-well culture plate.  

pIL-2NFAT-lacZ transfected Jurkat cells were cultured in the present of 200g/ml of 

Hygromycin B. Culture medium containing Hygromycin B changes every 3-4 days for 1-2 

weeks. Cells showing resistance to Hygromycin B were subcultured into a 96-well culture 

plate. Living cells were incubated for 6 hours with PMA or PMA plus ionomycin. At the end 

of the incubation period, beta-galactosidase activity was determined. Stable transformants of 

pIL-2NFAT-lacZ was named as Jurkat NFAT.  

For generation of a stable Jurkat cell line containing duel reporters, Jurkat NFAT cells 

were transfected with linealized pAP-1-luc by electroporation and were cultured in the 

present of 1.2mg/ml of antibiotic G418. Culture medium containing G418 changes every 3-4 

days for 1-2 weeks. Cells surviving in the presence of G418 were transferred into a 96-well 

culture plate. Living cells were incubated for 6 hours with PMA or PMA plus ionomycin, and 

luciferase activity was determined. Stable transfectant was finally named as Jurkat 

NFAT/AP-1 cells. 

 

Reporter assay 

Cells were washed with 500l of ice-cold phosphate buffered saline (PBS) and lysed in 

reporter lysis buffer. Enzyme activity of beta-galactosidase was determined with 59mM of 4-

methyl-lumbellifery--galactoside (MUG) as a substrate in 200l of reaction buffer 

containing 0.1M sodium phosphate, 5mM beta-mercaptoethanol, 100mM MgCl2. Luciferase 
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activity was determined with a luciferase assay kit (promega). beta-galactosidase and 

luciferase activity was measured by FUSION INSTRUMENT, PACKARD. 

 

 

Results and Discussion 

 

      

Fig. 1. Diagram of reporter plasmids pIL-2NFAT-lacZ and pAP-1-luc. pIL-2NFAT-l

acZ contained three copies of distal NFAT binding site in the human IL-2 promoter, 

a minimal IL-2 promoter upstream of the beta-galactosidase gene. pAP-1-luc included

 seven copies of AP-1 sites, a thymidine kinase minimal promoter, and luciferase gen

e.  

 

Generation of a dual reporter cell line Jurkat NFAT/AP-1 

To establish of a cell-based assay system containing a dual reporter for NFAT and AP-1, 

we constructed reporter plasmids, pIL-2NFAT-lacZ and pAP-1-luc (Fig. 1). pIL-2NFAT-lacZ 

expresses beta-galactosidase driven by three copies of IL-2 NFAT sites upstream of IL-2 

minimal promoter. NFAT binding site in the IL-2 promoter is occupied by NFAT and AP-1 in 

a cooperative manner. Thus, reporter gene expression of pIL-2NFAT-lacZ has limitation in 

evaluating NFAT activity by itself. Because of this limitation, we generated pAP-1-luc 

expressing luciferase controlled by thymidine kinase minimal promoter with seven copies of 

AP-1 sites. Jurkat T cells were transfected with linealized reporter plasmid pIL-2NFAT-lacZ. 

The transfectants were cultured in medium containing Hygromycin B. Surviving cells 

showing high-level expression of the beta-galactosidase were selected and named ‘Jurkat 
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NFAT’. And then, another reporter plasmid pAP-1-luc was transfected into Jurkat NFAT 

cells. The transfected cells were cultured in medium containing antibiotic G418 and 

surviving cells stably expressing the beta-galactosidase and luciferase were selected. In 

addition, it is necessary to select transfectants expressing the both reporters, beta-

galactosidase and luciferase with enzymatic activity strong enough to assay for NFAT and 

AP-1 activity. Upon stimulation with 20ng/ml PMA or 20ng/ml PMA plus 1M Ionomycin, 

transfectants that express high level of beta-galactosidase and luciferse were selected (Fig. 

2). Among these cells, stable transfectant 11-8  

 

 

Fig. 2. Selection of Jurkat NFAT/AP-1 clone. Six clones selected from the primary 

screening have been stimulated with PMA or PMA plus ionomycin and tested for their 

reporter activity derived by either NFAT or AP-1.   

 

was chosen as the best clone to analyze NFAT and AP-1 activity, and named as Jurkat 

NFAT/AP-1. 

 

Effects of PMA and ionomycin on activation of NFAT and/or AP-1 dependent 

transcription in Jurkat NFAT/AP-1 cell  

NFAT activity can be pharmacologically induced with both calcium ionophores such as 

ionomycin and phorbol esters such as phorbol myristate acetate (PMA). On the other hand, 

induction of AP-1 activity is sufficient with PMA stimulation alone. Thus, it is required to 

confirm induction of NFAT and AP-1 activity in Jurkat NFAT/AP-1 by PMA and ionomycin 
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stimulation. In addition, it is necessary to determine optimum concentration of PMA and 

ionomycin for Jurkat NFAT/AP-1 cell line to analyze the reporter activity. Jurkat NFAT/AP-1 

was treated with PMA or ionomycin on various concentrations in the presence of 2M 

ionomycin or 25ng/ml PMA, respectively (Fig. 3). NFAT reporter activity increased on PMA  

 

 

 

 

Fig. 3. Concentration dependence of PMA (A) and Ionomycin (B) for activation of 

NFAT- or AP-1-dependent transcription in Jurkat NFAT/AP-1 cells. Jurkat NFAT/AP-1 

cells were treated with various concentrations of either PMA (A) or Ionomycin (B) in the 

presence of 2.5M ionomycin or 25ng/ml PMA, respectively. 
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and ionomycin dependent manner, while AP-1 reporter activity was dependent on only  

PMA concentration. These results confirm that both PMA and ionomycin were required for 

NFAT activation, whereas PMA was sufficient for AP-1 activation.  

These results indicate that Jurkat TFAT/AP-1 cells stably contain the dual reporters of 

NFAT-lacZ and AP-1-luc, and that both reporters faithfully represent their transcriptional 

activation upon treatment with proper pharmacological reagents. This cell line not only acts 

as a cell based assay system that is possible for high-throughput screening of 

immunosuppressive compounds but also provides a convenient tool for evaluating both 

NFAT and AP-1 activity in a same time. 
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해수에서 분리한 Algimonas porphyrae의 특성 연구1 

 

강희영, 이범일, 장태용2 

 

ABSTRACT : A slightly curved rod-shaped, no gliding, Gram-staining-negative, orange pigmented bacterium, 

designated strain HME8109, was isolated from sea water of the Yellow sea in Mohang, Korea. Oxidase, catalase and 

α-chymotrypsin were positive. The major fatty acids were C18:0 (9.1%), summed feature 8 (comprising C18:1 ω7c 

and/or C18:1 ω6c; 82.9%). The DNA G+C content was 63.0 mol%. Phylogenetic tree based on 16S rRNA gene 

sequence showed that strain HME8109 formed a lineage within the genus Algimonas. The strain HME8109 was 

closely related to Algimonas porphyrae (99.2% sequence similarity) and Litorimonas taeanensis (96.2%). The 

species A. porphyrae has never been reported in Korea and hence strain HME8109 is proposed to be an unreported 

strain of A. porphyrae. 

 

 

서 론 

 

수많은 생물의 서식지인 바다는 지구표면의 71%를 차지하고 있으며, 

우리나라의 삼면을 둘러 싸고 있다. 서해와 남해는 대륙붕으로 이루어져 있고, 

동해는 깊은 수심을 갖는 특징이 있다. 또한, 바다는 지구의 다양한 극한 환경 

중 고염도를 가지는 환경으로, 호기성, 혐기성 bacteria 및 archaea를 포함한 

미생물 다양성을 가진다(Eder et al., 2001). 바다 환경에서 발견되는 미생물 중 

하나인 Alphaproteobacteria는 11개의 목(Caulobacterales, Kiloniellales, 

Kordiimonadales, Magnetococcales, Parvularculales, Rhizobiales, 

Rhodobacterales, Rhodospirillales, Rickettsiales, Sneathiellales, 

Sphingomoadales) 을 포함하며, 해양미생물 군집의 약 10%를 구성하고 있다. 

대표적으로 bacteriaochlorophyll(BChl) a 와 carotenoids를 가진 광합성 세균이 

                         
1 이 논문은 2013학년도 한국외국어대학교 학술연구비 지원에 의하여 이루어진 것임. 
2 한국외국어대학교 자연과학대학 생명공학과 교수 
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여기에 속한다. 

Alphaproteobacteria에 해당되는 Algimonas 속은 Fukui et al. (2013)에 

의해서 처음으로 분류되었으며, type strain으로 지정된 Algimonas porphyrae는 

홍조류로부터 분리되었다. Algimonas는 gram-negative이며 straight 또는 

slightly curved rod의 형태를 지닌다. 주황색의 colony를 형성하는 특징을 

가진다. 

본 연구는 전라북도 부안군 모항의 해수시료에서 미생물을 분리하였으며, 

국내에 보고되지 않은 미생물인 HME8109가 확인되었다. 이 균주를 대상으로 

계통발생학적, 형태적, 생리화학적 특성에 대하여 살펴보고 분류학적 위치에 

대하여 알아보고자 한다. 

 

 

재료 및 방법 

 

1. 시료 채취 

 시료는 전라북도 부안군 모항의 해수에서 채취하였다. 시료를 순차적 

희석방법을 이용하여 marine agar (MA; Difco)에 도말한 후 30℃에서 배양하여 

주황색을 띄는 균주를 순수 분리하였다. 

 

2. 선별된 균주의 16S rRNA 염기서열 분석 

 분리한 균주는 MA에서 3일간 30℃로 배양한 후 자란 colony를 이용하여 16S 

rRNA 증폭을 위한  colony PCR을 수행하였다. 균주의 염기서열은 EzTaxon-e 

server (http://eztaxon-e.ezbiocloud.net; Kim et al., 2012)에 따라 종명을 

동정하였고, GenBank (http://ncbi.nlm.nih.gov)의 database에서 염기서열을 

확인하였다. 기존에 알려진 균주들과 분리된 균주의 계통발생학적 상관관계를 

파악하기 위해 MEGA version 5 program을 이용하여 정렬하고 (Tamura et al., 

2011), neighbor-joining method (Saitou and Nei, 1987)와 maximum-
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likelihood (Felsenstein, 1981), maximum-parsimony  (Fitch, 1971)를 

사용하여 계통도를 작성하였다. 

 

3. 형태 및 생리화학적 특성 

 균주의 형태적 특징은 transmission electron microscopy (JEM1010; JEOL)를 

이용해 관찰하였고, Gram staining을 수행하였다(Hucker, 1921). 최적의 생장 

환경을 알아보기 위하여 온도, pH, 염분농도의 조건을 조절하여 균주의 생육 

정도를 조사하였다. 온도는 4, 10, 15, 20, 25, 30, 37, 42℃로 각각 달리하여 

배양하였고, pH는 배지의 pH를 각각 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10으로 달리하여 

배양하였다. 염분 농도는 0, 0.5, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10%로 조절하여 균주를 

배양하였다. 

 균주의 생리화학적 특징을 알아보기 위하여 API 20NE, API ZYM kit 

(bioMrieux)와 MicroPlate GN2 (BIOLOG)를 사용하였다. Catalase와 oxidase 

활성을 측정하는 실험을 진행하였다 (MacFaddin, 1980). DNA G+C 비율은 

HPLC를 사용하여 분석하였다 (Mesbah and Whitman, 1989). 

 

4. 균체 지방산 조성 분석 

 분리된 균주의 지방산 조성을 알아보기 위한 실험을 수행하였다. 전처리를 통해 

균주의 지방산을 추출한 후 MIDI/Heulett Packard Microbial Identification 

System을 이용하여 분석하였다 (Sasser, 1990). Sherlock software를 이용하여 

분석된 chromatogram과 data를 정성 및 정량 분석하고, 이를 library와 

대조하여 지방산을 명명하였다. 
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결과 및 토의 

 

HME8109는 gram-negative의  rod 형태로 polar flagella를 가지고 

있으며(Fig. 2), MA에서 30℃로 3일간 배양한 경우 주황색의 colony를 형성한다. 

16S rRNA 유전자의 염기서열을 분석한 결과 Algimonas porphyrae와 99.6% 

유사하고, Litorimonas taeanensis 와는 96.2% 유사한 것으로 나타났다. 

계통도를 통해서 Algimonas 속의 균주들과 같은 가지에 위치하는 것을 확인할 

수 있었다 (Fig. 1). 균주는 15~30℃에서 생장 가능하며 최적의 온도는 

25~30℃사이 이다. pH7~8에서 생장 가능하고, pH8에서 최고의 생장을 한다. 

NaCl 1~5%에서 생장이 가능함을 보였다. Oxidase와 catalase의 활성은 양성을 

나타내었다. API 20NE에서 esculin hydrolysis는 활성을 나타내었고, nitrate 

reduction, indole production, glucose fermentation, arginine dihydrolase, 

urease, gelatinase의 활성은 음성을 나타냈다. API ZYM kit에서는 alkaline 

phosphatase, esterase (C4), esterase lipase (C8), leucine arylamidase, valine 

arylamidase, trypsin, α-chymotrypsin, acid phosphatase, naphthol-AS-BI-

phosphohydrolase의 활성은 양성으로 나타났으며, lipase (C14), cystine 

arylamidase, α-galactosidase, β-galactosidase, β-glucuronidase, α-

glucosidase, β-glucosidase, N-acetyl-β-glucosaminidase, α-mannosidase, 

α-fucosidase의 활성은 음성으로 나타났다 (Table. 1). MicroPlate GN2를 

이용한 carbon 이용 여부를 확인한 결과, α-cyclodextrin, N-acetyl-D-

galactosamine, N-acetyl-D-glucosamine, D-arabitol, i-erythritol, D-mannitol, 

D-raffinose, sucrose, turanose, cis-aconitic acid, citric acid, D-gluconic acid, 

D-glucosaminic acid, D-glucuronic acid, α-keto glutaric acid, succinic acid, 

bromosuccinic acid, L-alaninamide, L-alanine, L-alanyl-glycine, L-aspartic 

acid, glycyl-L-glutamic acid, L-proline, L-pyroglutamic acid, L-threonine, 

γ-amino butyric acid, putrescine은 이용한다. Dextrin, glycogen, Tween 40, 

Tween 80, adonitol, L-arabinose, D-cellobiose, D-fructose, L-fucose, D-
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galactose, gentiobiose, α-D-glucose, m-inositol, α-D-lactose, lactulose, 

maltose, D-mannose, D-melibiose, β-methyl-D-glucoside, D-psicose, L-

rhamnose, D-sorbitol, D-trehalose, xylitol, pyruvic acid methyl ester, 

succinic acid mono-methyl-ester, acetic acid, formic acid, D-galactonic acid 

lactone, D-galacturonic acid, α-hydroxybutyric acid, β- hydroxybutyric acid, 

γ-hydroxybutyric acid, p-hydroxy phenlyacetic acid, itaconic acid, α-keto 

butyric acid, α-keto valeric acid, D,L-lactic acid, malonic acid, propionic acid, 

quinic acid, D-saccharic acid, sebacic acid, succinamic acid, glucuronamide, 

D-alanine, L-asparagine, L-glutamic acid, glycyl-L-aspartic acid, L-

histidine, hydroxy-L-proline, L-leucine, L-ornithine, L-phenylalanine, D-

serine, L-serine, D,L-carnitine, urocanic acid, Inosine, uridine, thymidine, 

phenylethyl-amine, 2-aminoethanol,2,3-butanediol, glycerol, D,L,α-glycerol 

phosphate, α-D-glucose-1-phosphate, D-glucose-6-phosphate는 이용하지 

못하는 것으로 나타났다. 5%가 넘는 비율을 차지하는 주요 지방산은 C18:0과 

summed feature 8 (comprising C18:1 ω7c and/or C18:1 ω6c)이 존재하였다 

(Table 2). DNA의 G+C 비율은 63.0 mol%로 나타났다. 

  따라서 해수에서 분리한 HME8109의 16S rRNA 유전자의 염기서열을 

분석하고, 형태적, 생리화학적 특징을 비교한 결과 Algimonas 속에 속하는 

균주임을 확인하였다. 특히 HME8109는 비교 균주인 Algimonas porphyrae와 

달리 oxidase 와 α-chymotrypsin 을 생산하는 것으로 나타났다. 
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Table 1. Differential phenotypic characteristics of strain HME8109 and species of the genera 

Algimonas and Litorimonas.   

Strains: 1; HME8109; 2. Algimonas porphyrae 0C-2-2T; 3. Litorimonas taeanensis KACC 

13701T. 1 and 3 data from this study. 2 data for Algimonas porphyrae 0C-2-2T taken from 

Fukui et al. (2013).  +, Positive; –, negative reaction. 

 

Characteristics                          1 2 3 

Growth at 10 ℃ - + - 

Growth at pH 9 - + - 

Growth in NaCl 6 % - - + 

Oxidase + - + 

Catalase + + + 

API 20NE    

Nitrate reduction - + - 

Indole production - - - 

Glucose fermentation - - - 

Arginine dihydrolase - - - 

Urease - - - 

Esculin hydrolysis + + + 

Gelatinase - - - 

PNPG (β-galactosidase) - - - 

API ZYM    

Alkaline phosphatase + + + 

Esterase (C4) + + + 

Esterase lipase (C8) + + + 

Lipase (C14) - - - 

Leucine arylamidase + + + 

Valine arylamidase + + + 

Cystine arylamidase - - - 

Trypsin + - + 

α-chymotrypsin + - + 

acid phosphatase + + + 

Naphthol-AS-BI-phosphohydrolase + + + 

α-galactosidase - - - 

β-galactosidase - - - 
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β-glucuronidase - - - 

α-glucosidase - - - 

β-glucosidase - - - 

N-acetyl-β-glucosaminidase - - - 

α-mannosidase - - - 

α-fucosidase - - - 

DNA G+C content(mol%) 63.0 58.5 63.6 
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Table 2. Cellular fatty acid profiles of strain HME8109 and species of the genera Algimonas 

and Litorimonas. 

Strains: 1; HME8109; 2. Algimonas porphyrae 0C-2-2T; 3. Litorimonas taeanensis KACC 

13701T. 1 and 3 data from this study. 2 data for Algimonas porphyrae 0C-2-2T taken from 

Fukui et al. (2013). All strains were grown on MA at 30°C for 3 days. Only the fatty acids 

amounting to at least 1.0 % of the total fatty acids in at least one strain are shown. tr, 

trace(<1%); nd, no detected. 

 

Fatty acids 1 2 3 

C12:0 3OH 1.1 nd nd 

C16:0 nd nd 2.9 

C17:1 ω8c nd nd 1.2 

C17:1 ω6c nd tr 2.6 

C17:0 nd tr 2.6 

C18:0 9.1 4.9 6.3 

C18:1 2OH 2.3 11.1 15.7 

Summed feature 3* 1.2 tr 1.7 

Summed feature 8* 82.9 71.4 66.0 

* Summed feature represents two or three fatty acids that cannot be separated by the 

Microbial Identification System. Summed feature 3 comprised C16:1ω7c and/or C16:1ω6c. 

Summed feature 8 comprised C18:1ω7c and/or C18:1ω6c.  
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Fig. 1. Neighbour-joining phylogenetic tree. Phylogenetic position of strain HME8109 within 

the group genus Algimonas based on 16S rRNA gene sequences. Escherichia coli ATCC 

11775T (X80725) was used as outgroup. Bar, 0.02 substitutions per nucleotide position. 
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Fig. 2. Transmission electron micrographs of negatively stained cell of strain HME8109.  

Bar, 0.5 ㎛. 
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BAYESIAN VARIATIONAL APPROACH FOR GAUSSIAN
MIXTURE REGRESSION MODELS

SEOKHO LEE1

Abstract. We provide the estimating algorithm for Bayesian mixture
regression models for a potential application in marketing problems. The
posterior distribution of the model parameters and unobserved random
variables are found in the variational approach to maximize the objec-
tive function which is a lower bound of the marginal log likelihood. The
distributional forms of the approximated posterior distributions and cor-
responding expectations are presented in detail.

1. Introduction

We introduce Bayesian variational approach for Bayesian mixture regres-
sion model representing market segmentation arising in marketing research,
which is our target application as a future work. Each mixture component
model represents a specific market segment whose effective covariates are
selected in the segment level. Instead of Marko chain monte carlo (MCMC)
stochastic approximation, we use Bayesian variational approach to approx-
imate the posterior distribution. Some features of this approach are as
following:

• Bayesian variational approximation is the EM-like optimization so
that its computation is relatively economic rather than using sampling-
based method, like MCMC, especially when the large-sized covari-
ates are involved.
• In the mixture model, label-swithching problem is an issue in monte-

carlo sampling step. This problem is not an issue any longer with
Bayesian variational approach.

Department of Statistics, Hankuk University of Foreign Studies1.
This work was supported by Hankuk University of Foreign Studies Research Fund of

2012.
1
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• Variable selection is done in the segment-level. In some literature,
variable selection is done through “split-merge” process (Tran and
Nott, 2012). This is an discrete variable selection process that is
known to be unstable (Hastie et al., 2009). Instead, our variable
selection procedure is continuous so that its performance is more
stable.

2. Bayesian finite mixture regression model and variational
approach

2.1. Finite mixture model for market segmentation. Let {yn : n =
1, · · · , N} be the observed response variable and {xn ∈ RD : n = 1, · · · , N}
be the associated D-sized covariate vectors that potentially affect the re-
sponse. In the following, we include 1 in xn for the intercept. Then the size
of the covariate vector xn is D+1. We consider the effect of covariates is not
the same across the segments, and some covariates significantly influence on
the response in a particular segment while they do not necessarily explain
the response significantly in other segments. Suppose there are K segments
in the market. The segment-specific regression model is

yn = xTnβk + εn, n = 1, · · · , N(1)

if the nth observation belongs to the kth market segment. βk is the D + 1
dimensional coefficient vector including the intercept for the kth market
segment. We assume εn ∼ N(0, λ2). To denote the individual’s market
allocation, we introduce the (unobserved) indicator variable znk taking 1 if
the nth observation belongs to the kth market segment and 0 otherwise.
Their probabilities are denoted by

P (zn) =
K∏
k=1

πznkk(2)

where zn = (zn1, · · · , znK)T , 0 ≤ πk ≤ 1, and
∑K

k=1 πk = 1. In the Bayesian
formulation we introduce the prior distribution for the mixing probabilities
π = (π1, · · · , πK)T as Dirichlet distribution

P (π) = C(α0)
K∏
k=1

πα0−1
k(3)

where α0 = (α0, · · · , α0)T is the hyperparameter and C(α0) is the nor-
malizing constant for Dirichlet distribution. When α0 is small, this prior
represents no priority on the specific value of π. We set the same value α0
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for all k since there is no information which market segment likely includes
this observation initially.

For the prior for βk, we consider the segment-specific prior for variable
selection by combining two normal distributions. To do so, we introduce
the indicator variable γkd taking a value 1 if the dth covariate is included
in the covariate set in the kth market segment, and 0 otherwise. Thus, for
d = 0, P (βk0|λ2, σ2

k) = N(0, τ 2λ2σ2
k), and for d = 1, . . . , D,

P (βkd|λ2, σ2
k, γkd) =

{
N(0, τ 2λ2σ2

k) if γkd = 1

N(0, ν2λ2σ2
k) if γkd = 0,

(4)

where τ 2 is set by a large value allowing βkd to have nonzero and ν2 is set
by a small value forcing βkd to be zero. George and McColloch (1993) use
this prior in the variable selection in the single component regression model.
When σ2

kν
2 → 0, this becomes spike-and-slab prior. In our implement we

set τ 2 = 1000 and ν2 = 0.001. Note that the selection of the dth variable
has the difference process across the market segments because σ2

k varies
across k. If σ2

k is small, the dth variable is stringently selected in the kth
market segment. When no market segmentation (k = 1) and no variable
selection (τ 2 = ν2 = 1) is considered, this prior becomes the one used
in Bayesian linear regression model by Murphy (2012). For the variable
selection indicator γkd we assume the Bernoulli distribution with probability
P (γkd = 1|wkd) = wkd. For the conjugacy, we assume the prior distribution
of wkd is beta distribution

P (wkd) = B(a0, b0)wa0−1
kd (1− wkd)b0−1(5)

with B(a0, b0) is the normalizing constant for beta distribution. And, we as-
sume λ2 and σ2

k follow the inverse-gamma distributions, λ2 ∼ Inv-Gamma(r0
1, r

2
2)

and σ2
k ∼ Inv-Gamma(s0

1, s
0
2).

2.2. Variational approximation to the posterior distribution. Let Θ
be the enumeration of all parameters including unobserved variables, and
Y be the all observed variables. The log marginal likelihood can factor into

lnP (Y) =

∫
Q(Θ) ln

{
P (Y,Θ)

Q(Θ)

}
dΘ +

∫
Q(Θ) ln

{
Q(Θ)

P (Θ|Y)

}
dΘ(6)

= L(Q) + KL(Q‖P ).(7)

KL(Q‖P ) is Kullback-Leibler divergence between Q(Θ) and the posterior
P (Θ|Y). When Q(Θ) is the same as P (Θ|Y) then KL(Q‖P ) is 0. In
such case L(Q) is the exact marginal log likelihood. Since KL(Q‖P ) is
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nonnegative for any density Q, L(Q) serves as a lower bound for the mar-
ginal log likelihood. Note that minimizing KL(Q‖P ) (finding Q(Θ) as clos-
est to P (Θ|Y)) is equivalent to maximizing L(Q) (approximating L(Q) to
lnP (Y)). Thus, in Bayesian variational method, we find Q(Θ) which max-
imizes L(Q). The exact solution of Q(Θ) is easily obtained as P (Θ|Y)
because L(Θ) itself is the negative Kullback-Leibler divergence between
Q(Θ) and P (Θ|Y) plus a constant term lnP (Y). However, working di-
rectly with the true posterior distribution P (Θ|Y) is often complex so that
the required integration is practically infeasible.

To obtain the tractable approximation to the posterior distribution, we
restrict the family of distributionQ while it is still rich and flexible enough to
find a good approximation from it. So we impose the minimal restriction on
Q such that Q(Θ) =

∏J
j=1Qj(Θj) with the relevant grouping of parameters

and unobserved random variables. This factorization is widely used in the
mean field theory in physics (Parisi, 1988). In this approximation, the joint
posterior distribution of Θ assumes independency between some groups of
parameters and random variables. This independence may be induced from
the model/prior specification or intentionally introduced for computational
convenience. In our particular example, we assume

Q(Θ) = Q(Z)Q(γ)Q(π)Q(w)Q(λ)Q(β,σ2),(8)

where we denote Z = {znk}n=1,··· ,N ;k=1,··· ,K , γ = {γkd}k=1,··· ,K;d=1,··· ,D, π =
{πk}k=1,··· ,K , w = {wkd}k=1,··· ,K;d=1,··· ,D, β = {βk}k=1,··· ,K , and σ2 = {σ2

k}k=1,··· ,K .
The factorization in (8) is the only assumption for the approximation to
the joint posterior distribution. Each component in (8) has a further fac-
torization induced from the model and prior specification, not from the
convenience for any purpose, as

Q(Z) =
N∏
n=1

K∏
k=1

Q(znk), Q(γ) =
K∏
k=1

D∏
d=1

Q(γkd),

Q(π) =
K∏
k=1

Q(πk), Q(w) =
K∏
k=1

D∏
d=1

Q(wkd),

Q(β,σ2) =
K∏
k=1

Q(βk, σ
2
k).

Under this factorization we maximize L(Q) by finding the factored distri-
bution Q’s in turn. Note that we do not place any restriction on the specific
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distributional form of individual factors Q in the maximizing process, where
its functional form is derived automatically. For example, in the search for
the distribution Q(znk) (the approximated marginal posterior distribution
of the random variable znk), the lower bound for the log marginal likelihood
is

L(Q) =

∫
Q(Θ) lnP (Y,Θ)dΘ−

∫
Q(Θ) lnQ(Θ)dΘ

=

∫
Q(Z) ln Q̃(Y,Z)dZ−

∫
Q(Z) lnQ(Z)dZ + const(9)

due to the factorization of Q(Θ). Here, Q̃(Z) is a distribution having a form
of ln Q̃(Y,Z) = EΘ\Z [lnP (Y,Θ)] + constant, where EΘ\Z [lnP (Y,Θ)] is
the expectation of lnP (Y,Θ) with respect to the Q distributions over all
parameters and random variables except for Z. In the virtue of factorization,
maximizing L(Q) with respect to all possible forms for the distribution Q(Z)
is equivalent to maximizing (9) with respect to Q(Z). The apparent solution
is Q(Z) = Q̃(Z) because (9) is the negative Kullback-Leibler divergence
between Q(Z) and Q̃(Z). From this observation, we conclude the optimal
solution of Q(Z) is

lnQ(Z) =
N∑
n=1

K∑
k=1

znk ln ρnk + const,

where

ρnk = E[lnπk]−
1

2
E[lnλ2]− 1

2
E
[
(yn − xTnβk)

2
]
E
[

1

λ2

]
− 1

2
ln(2π).

Note that the expectations in the above expression are conducted under the
approximate Q distributions corresponding to the random arguments. This
leads to that the approximate posterior distribution of zn = (zn1, · · · , znk)T
is multinomial distribution with parameter rn = (rn1, · · · , rnK)T for n =

1, · · · , N with rnk = ρnk/
∑K

k=1 ρnk, independently. In the similar fashion,
other factors can be deduced in the explicit forms, with the extra assumption
that Q(βk, σ

2
k) = Q(βk)Q(σ2

k), as
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Q(Z) =
N∏
n=1

Mult(zn; rn) =
N∏
n=1

K∏
k=1

rznknk

Q(γ) =
K∏
k=1

D∏
d=1

Bernoulli(γkd; pkd) =
K∏
k=1

D∏
d=1

pγkdkd q
1−γkd
kd with qkd = 1− pkd

Q(π) = Dirichlet(π;α) = C(α)
K∏
k=1

παk−1
k

Q(w) =
K∏
k=1

D∏
d=1

Beta(wkd; akd, bkd) =
K∏
k=1

D∏
d=1

B(akd, bkd)w
akd−1
kd (1− wkd)bkd−1

Q(λ2) = Inv-Gamma(λ2; r1, r2) =
rr12

Γ(r1)

(
1

λ2

)r1
e−r2/λ

2

Q(σ2
k) = Inv-Gamma(σ2

k; s1, s2k) =
ss12k

Γ(s1)

(
1

σ2
k

)s1
e−s2k/σ

2
k

Q(βk) = N(mk,Σk) = |2πΣk|−1/2 exp

{
−1

2
(βk −mk)

TΣ−1
k (βk −mk)

}
.

We deliberately put the detailed derivations and exact formulae for new
notations in the Appendix for the brevity. Carbonetto and Stephens (2012)

assumes the further decomposition as Q(βk) =
∏D

d=1 Q(βkd), which enables
to approximate the posterior of βkd individually. This assumption is helpful
when the size of variables is extremely large as in their genetics applications,
but the loss of information on the dependency structure between regression
coefficients is inevitable from the independence assumption. Instead, we
find the joint posterior distribution of βk so that the dependency structure
is retained.

The approximation process in the Bayesian variational method consists
of two steps: (1) finding Q factors for parameters and random variables by
maximizing the lower bound L(Q), as given in the above, and (2) evalu-
ating expectations of (functions of) parameters and random variables with
respect to the variational approximated posterior distributions Q. These
two processes are cycled in turn until convergence is met. This is similar
to the EM algorithm so that we call these two steps as variational M-step
and variational E-step respectively. Expectations in the variational E-step
are used to evaluate the parameters involved in the approximated posterior
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parameters in Q. We also put the exact computations for expectations in
the Appendix.

2.3. Variational lower bound for log marginal likelihood. We can
also straightforwardly evaluate the lower bound L(Q) for the log marginal
likelihood. Lower bound is useful in several aspects. One of them is that
the lower bound can serve as a good approximation to the log marginal
likelihood. Thus, we can base the inference on the lower bound (Carbonetto
and Stephens, 2012). Specifically, we use this lower bound for the selection
of the number of mixture components. And, since this lower bound should
not decreasing at each step of the iterative re-estimation procedure, we can
monitor the lower bound in order to test for convergence (Bishop, 2006).

For the finite mixture regression model, the lower bound is given by

L(Q) =

∫
Q(Θ) ln

{
P (Y,Θ)

Q(Θ)

}
dΘ = E [lnP (Y,Θ)]− E [lnQ(Θ)]

= E
[
lnP (Y|Z,β, λ2)

]
+ E [lnP (Z|π)] + E [lnP (π)] + E

[
lnP (β|λ2,σ2,γ)

]
+E

[
lnP (λ2)

]
+ E

[
lnP (σ2)

]
+ E [lnP (γ|w)] + E [lnP (w)]

−E [lnQ(Z)]− E [lnQ(γ)]− E [lnQ(π)]− E [lnP (β)]

−E
[
lnQ(λ2)

]
− E

[
lnQ(σ2)

]
− E [lnQ(w)] .

In the Appendix, we provide the detailed calculation of the lower bound.

3. Conclusion and Remark

The Bayesian variational method for approximating the posterior distri-
bution has potential merits in various applications where MCMC is hard
to be applied due to the large size of data and/or variables. The perfor-
mance of the given algorithm will be tested with monte carlo simulation
and real-world data in the future work. This research is the initial step for
this future work.

Appendix

Variational M-step. The full joint distribution of observed response vari-
ables Y, unobserved random variables (Z, γ), and model parameters (π, w,
β, λ2, σ2) from the finite mixture regression models and prior distribution
specifications becomes

P (Y,Z,π,β, λ2,σ2,γ,w) = P (Y|Z,β, λ2)P (Z|π)P (π)P (β|λ2,σ2,γ)P (λ2)

×P (σ2)P (γ|w)P (w).
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Thus, the corresponding log joint distribution is

lnP (Y,Z,π,β, λ2,σ2,γ,w) = lnP (Y|Z,β, λ2) + lnP (Z|π) + lnP (π)

+ lnP (β|λ2,σ2,γ) + lnP (λ2) + lnP (σ2)

+ lnP (γ|w) + lnP (w),

where

lnP (Y|Z,β, λ2) =
N∑
n=1

K∑
k=1

znk

{
−(yn − xTnβk)

2

2λ2
− 1

2
lnλ2 − 1

2
ln(2π)

}
,

lnP (Z|π) =
N∑
n=1

K∑
k=1

znk lnπk,

lnP (π) = (α0 − 1)
K∑
k=1

ln πk + lnC(α0),

lnP (λ2) = −(r0
1 − 1) lnλ2 − r0

2

λ2
− ln Γ(r0

1) + r0
1 ln(r0

2),

lnP (σ2) =
K∑
k=1

{
−(s0

1 − 1) lnσ2
k −

s0
2

σ2
k

− ln Γ(s0
1) + s0

1 ln(s0
2)

}
,

lnP (γ|w) =
K∑
k=1

D∑
d=1

{γkd lnwkd + (1− γkd) ln(1− wkd)} ,

lnP (w) =
K∑
k=1

D∑
d=1

{(a0 − 1) lnwkd + (b0 − 1) ln(1− wkd) + lnB(a0, b0)} ,

and

lnP (β|λ2,σ2,γ) =
K∑
k=1

{
− β2

k0

2τ 2λ2σ2
k

− 1

2
ln τ 2 − 1

2
lnλ2 − 1

2
lnσ2

k −
1

2
ln(2π)

}

+
K∑
k=1

D∑
d=1

γkd

{
− β2

kd

2τ 2λ2σ2
k

− 1

2
ln τ 2 − 1

2
lnλ2 − 1

2
lnσ2

k −
1

2
ln(2π)

}

+
K∑
k=1

D∑
d=1

(1− γkd)
{
− β2

kd

2ν2λ2σ2
k

− 1

2
ln ν2 − 1

2
lnλ2 − 1

2
lnσ2

k −
1

2
ln(2π)

}
,
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where βk = (βk0, βk1, · · · , βkD)T , C(α0) = Γ(Kα0)
Γ(α0)K

, and B(a0, b0) = Γ(a0+b0)
Γ(a0)Γ(b0)

.

Using the above log joint distribution and the factorization ofQ distribution,
we obtain all factors by maximizing L(Q) separately as follows.

For Q(Z), note that

lnQ(Z) =
N∑
n=1

K∑
k=1

znk

{
E[lnπk]−

1

2
E[lnλ2]− 1

2
E
[
(yn − xTnβk)

2
]
E
[

1

λ2

]
− 1

2
ln(2π)

}
+const.

By letting ln ρnk = E[lnπk]− 1
2
E[lnλ2]− 1

2
E
[
(yn − xTnβk)

2
]
E
[

1
λ2

]
− 1

2
ln(2π),

the approximate posterior distribution is

Q(Z) ∝
N∏
n=1

K∏
k=1

ρznknk or Q(Z) =
N∏
n=1

K∏
k=1

rznknk

with rnk = ρnk/
∑K

j=1 ρnj. This implies that zn = (zn1, · · · , znK)T fol-

lows the multinomial distribution with probabilities (rn1, · · · , rnK)T inde-
pendently for n = 1, · · · , N . For Q(γ),

lnQ(γ) =
K∑
k=1

D∑
d=1

{
γkd

(
E[lnwkd]−

1

2τ 2
E
[
β2
kd

]
E
[

1

λ2

]
E
[

1

σ2
k

]
− 1

2
ln τ 2

)

+(1− γkd)
(
E[ln(1− wkd)]−

1

2ν2
E
[
β2
kd

]
E
[

1

λ2

]
E
[

1

σ2
k

]
− 1

2
ln ν2

)}
+const.

By letting ln p̃kd = E[lnwkd]− 1
2τ2

E [β2
kd]E

[
1
λ2

]
E
[

1
σ2
k

]
− 1

2
ln τ 2 and ln q̃kd =

E[ln(1− wkd)]− 1
2ν2

E [β2
kd]E

[
1
λ2

]
E
[

1
σ2
k

]
− 1

2
ln ν2, we get

Q(γ) ∝
K∏
k=1

D∏
d=1

(p̃kd)
γkd(q̃kd)

1−γkd or Q(γ) =
K∏
k=1

D∏
d=1

pγkdkd q
1−γkd
kd ,

where pkd = p̃kd/(p̃kd + q̃kd) and qkd = q̃kd/(p̃kd + q̃kd) = 1− pkd. Thus, the
approximated posterior distribution of γkd is Bernoulli distribution with
success probability pkd independently for k = 1, · · · , K and d = 1, · · · , D.
For Q(π),

lnQ(π) =
K∑
k=1

(α0 +Nk − 1) lnπk + const,
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where Nk =
∑N

n=1 E[znk]. We have

Q(π) ∝
K∏
k=1

πα0+Nk−1
k or Q(π) = C(α)

K∏
k=1

παk−1
k

with C(α) = Γ(
∑K

k=1 αk)/
∏K

k=1 Γ(αk), α = (α1, · · · , αK)T and αk = α0 +
Nk. Thus, the approximated posterior distribution of π is Dirichlet distri-
bution with the parameter α. For Q(w),

lnQ(w) =
K∑
k=1

D∑
d=1

{
(E[γkd] + a0 − 1) lnwkd + (1− E[γkd] + b0 − 1) ln(1− wkd)

}
+const.

Thus,

Q(w) ∝
K∏
k=1

D∏
d=1

wakd−1
kd (1− wkd)bkd−1 or Q(w) =

K∏
k=1

D∏
d=1

B(akd, bkd)w
akd−1
kd (1− wkd)bkd−1,

where akd = a0 + E[γkd] and bkd = b0 + 1 − E[γkd]. The approximated
posterior distribution of wkd is Beta distribution with parameters akd and
bkd independently for k = 1, · · · , K and d = 1, · · · , D. For Q(λ2),

lnQ(λ2) = −
(
r0

1 +
N

2
− 1

)
lnλ2 −

r0
2 + 1

2

∑N
n=1

∑K
k=1 E [znk]E

[
(yn − xTnβk)

2
]

λ2

+const.

Therefore,

Q(λ2) ∝
(

1

λ2

)r1−1

e−
r2
λ2 or Q(λ2) =

rr12

Γ(r1)

(
1

λ2

)r1−1

e−
r2
λ2 ,

where r1 = r0
1+N

2
and r2 = r0

2+E with E = 1
2

∑N
n=1

∑K
k=1 E [znk]E

[
(yn − xTnβk)

2
]
.

The approximated marginal posterior distribution of λ2 is inverse-Gamma
distribution with parameter r1 and r2. For Q(σ2

k) (k = 1, · · · , K),

lnQ(σ2
k) = − 1

σ2
k

{
s0

2 +
1

2
E
[

1

λ2

](
E[β2

k0]

τ 2
+

D∑
d=1

(
E[γkd]

τ 2
+

1− E[γkd]

ν2

)
E[β2

kd]

)}

−
(
s0

1 +
D + 1

2
− 1

)
lnσ2

k + const.
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This leads to

Q(σ2
k) ∝

(
1

σ2
k

)s1−1

e−s2k/σ
2
k or Q(σ2

k) =
ss12k

Γ(s1)

(
1

σ2
k

)s1−1

e−s2k/σ
2
k ,

where s1 = s0
1 + D+1

2
and s2k = s0

2 + Ek with Ek = 1
2
E
[

1
λ2

]
dTkE

[
β2
k

]
,

E
[
β2
k

]
= (E [β2

k0] ,E [β2
k1] , . . . ,E [β2

kD])T , dk = (1/τ 2, 1/φ2
k1, . . . , 1/φ

2
kD)

T
,

1/φ2
kd = E [γkd] /τ

2 + (1 − E [γkd])/ν
2 for d = 1, . . . , D. The approximated

posterior distribution of σ2
k is the inverse-Gamma distribution with pa-

rameter s1 and s2k independently for k = 1, · · · , K. Finally, for Q(βk)
(k = 1, · · · , K),

lnQ(βk) = − 1

2c

{
βTk (Ck + Dk)

−1βk − 2βTk tk
}

+ const,

where 1/c = E[1/λ2], Ck =
∑N

n=1 E[znk]xnx
T
n , Dk = E

[
1
σ2
k

]
diag(dk), and

tk =
∑N

n=1 E[znk]ynxn. Then

Q(βk) ∝ exp

[
−1

2
(βk −mk)

TΣ−1
k (βk −mk)

]
or

Q(βk) = |2πΣk|−1/2 exp

[
−1

2
(βk −mk)

TΣ−1
k (βk −mk)

]
,

where mk = (Ck + Dk)
−1tk and Σk = c(Ck + Dk)

−1. The approximated
posterior distribution of βk is Normal distribution with mean mk and co-
variance Σk independently for k = 1, · · · , K.

Variational E-step. In the variation M-step, the model parameters in the
optimal posterior distributions involve the expectations of parameters or
random variables under the approximated posterior distributions. Neces-
sary expectations are given as follows:
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E [znk] = rnk,

E [lnπk] = ψ(αk)− ψ(
∑K

j=1 αj),

E
[
lnλ2

]
= −ψ(r1) + ln(r2),

E
[

1

λ2

]
=

r1

r2

,

E
[
lnσ2

k

]
= −ψ(s1) + ln(s2k),

E
[

1

σ2
k

]
=

s1

s2k

,

E [lnwkd] = ψ(akd)− ψ(a0 + b0 + 1),

E [ln(1− wkd)] = ψ(bkd)− ψ(a0 + b0 + 1),

E [γkd] = pkd,

E
[
β2
kd

]
= Σk,dd +m2

kd,

where ψ is the digamma function such that ψ(x) = d
dx

ln Γ(x) = Γ′(x)
Γ(x)

, and

Σk,dd is the dth diagonal element of Σk and mkd is the dth element of mk.
And

E
[
(yn − xTnβk)

2
]

= y2
n − 2ynx

T
nmk + xTn (Σk + mkm

T
k )xn,

E =
1

2

N∑
n=1

K∑
k=1

E [znk]E
[
(yn − xTnβk)

2
]

=
1

2

K∑
k=1

{
N∑
n=1

rnky
2
n − 2mT

k

N∑
n=1

xnrnkyn + Tr

[
(Σk + mkm

T
k )

N∑
n=1

rnkxnx
T
n

]}

=
1

2

K∑
k=1

{
yTWky − 2mT

kXTWky + Tr
[
(Σk + mkm

T
k )XTWkX

]}
,

where y = (y1, · · · , yN)T , X = (x1, · · · ,xN)T , and Wk = diag(rnk)n=1,··· ,N
for k = 1, · · · , K.

Variational lower bound. We provide the detailed calculation for the
expectations necessary in the evaluation of the lower bound.

E
[
lnP (Y|Z,β, λ2)

]
=

E

c
− N(−ψ(r1) + ln r2 − ln 2π)

2
.
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E [lnP (Z|π)] =
K∑
k=1

Nk

{
ψ(αk)− ψ(

∑K
j=1 αj)

}
.

E [lnP (π)] = (α0 − 1)

{
K∑
k=1

ψ(αk)−Kψ(
∑K

j=1 αj)

}
+ ln Γ(Kα0)−K ln Γ(α0).

E
[
lnP (β|λ2,σ2,γ)

]
= − 1

2c

K∑
k=1

Tr
(
Dk(Σk + mkm

T
k )
)
− K + P

2
ln τ 2 − Q

2
ln ν2

+
K(D + 1)

2
(ψ(r1)− ln r2 − ln 2π)

+
D + 1

2

(
Kψ(s1)−

K∑
k=1

ln s2k

)
,

where D̃k = diag(d̃k)/σ
2
k, d̃k = (1/τ 2, 1/φ̃2

k1, . . . , 1/φ̃
2
kD)T , 1/φ̃2

kd = γkd/τ
2 +

(1 − γkd)/ν
2, Dk = E

[
D̃k

]
, P =

∑K
k=1

∑D
d=1 pkd, Q =

∑K
k=1

∑D
d=1 qkd =

KD − P .

E
[
lnP (λ2)

]
= (r0

1 − 1) {ψ(r1)− ln r2} −
r0

2r1

r2

− ln Γ(r0
1) + s0

1 ln s0
2.

E
[
lnP (σ2)

]
= (s0

1 − 1)
K∑
k=1

{ψ(s1)− ln s2k} − s0
2s1

K∑
k=1

1

s2k

−K ln Γ(s0
1) +Ks0

1 ln s0
2.

E [lnP (γ|w)] =
K∑
k=1

D∑
d=1

{pkdψ(akd) + qkdψ(bkd)} −Kψ(a0 + b0 + 1).

E [lnP (w)] =
K∑
k=1

D∑
d=1

{(a0 − 1)ψ(akd) + (b0 − 1)ψ(bkd)}

−KD(a0 + b0 − 2)ψ(a0 + b0 + 1) +KD lnB(a0, b0).

E [lnQ(Z)] =
N∑
n=1

K∑
k=1

rnk ln rnk.
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E [lnQ(γ)] =
K∑
k=1

D∑
d=1

(pkd ln pkd + qkd ln qkd) .

E [lnQ(π)] =
K∑
k=1

(αk − 1)
{
ψ(αk)− ψ(

∑K
j=1 αj)

}
+ ln Γ(

∑K
j=1 αj)−

K∑
j=1

ln Γ(αj).

E [lnQ(β)] = −K(D + 1)

2
− 1

2

K∑
k=1

ln |2πΣk|.

E
[
lnQ(λ2)

]
= (r1 − 1)ψ(r1) + ln r2 − r1 − ln Γ(r1).

E
[
lnQ(σ2)

]
=

K∑
k=1

ln s2k +K {(s1 − 1)ψ(s1)− s1 − ln Γ(s1)} .

E [lnQ(w)] =
K∑
k=1

D∑
d=1

[
(akd − 1) {ψ(akd)− ψ(a0 + b0 + 1)}

+(bkd − 1) {ψ(bkd)− ψ(a0 + b0 + 1)}+ lnB(akd, bkd)
]
.

References

Bishop, C. M (2006) Pattern Recognition and Machine Learning, Springer.
Carbonetto, P., Stephens, M. (2012) Scalable variational inference for

Bayesian variable selection in regression, and its accuracy in genetic as-
sociation studies. Bayesian Analysis, 7 73–108.

George, E., McColloch, R. (1993) Variable selection via Gibbs sampling.
Journal of the American Statistical Association, 88 881–889.

Hastie, T., Tibshirani, R., Friedman, J. (2009) The Elements of Statistical
Learning, 2nd edition, Addison-Wesley.

Murphy, K. P. (2012) Machine Learning: A Probabilistic Perspective. The
MIT Press.

Parisi, G. (1988) Statistical Field Theory, Addison-Wesley.
Tran, N., Nott, D. J. (2012) Simultaneous variable selection and component

selection for regression density with mixtures of heteroscedastic experts.
Electronic Journal of Statistics, 6 1170–1199.


