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BAYESIAN VARIATIONAL APPROACH FOR GAUSSIAN MIXTURE

REGRESSION MODELS

SEOKHO LEE1

Abstract. We provide the estimating algorithm for Bayesian mixture regression

models for a potential application in marketing problems. The posterior distribution
of the model parameters and unobserved random variables are found in the variational

approach to maximize the objective function which is a lower bound of the marginal

log likelihood. The distributional forms of the approximated posterior distributions
and corresponding expectations are presented in detail.

1. Introduction

We introduce Bayesian variational approach for Bayesian mixture regression model
representing market segmentation arising in marketing research, which is our target ap-
plication as a future work. Each mixture component model represents a specific market
segment whose effective covariates are selected in the segment level. Instead of Markov
chain monte carlo (MCMC) stochastic approximation, we use Bayesian variational ap-
proach to approximate the posterior distribution. Some features of this approach are as
following:

• Bayesian variational approximation is the EM-like optimization so that its com-
putation is relatively economic rather than using sampling-based method, like
MCMC, especially when the large-sized covariates are involved.
• In the mixture model, label-switching problem is an issue in monte-carlo sampling

step. This problem is not an issue any longer with Bayesian variational approach.
• Variable selection is done in the segment-level. In some literature, variable se-

lection is done through “split-merge” process (Tran and Nott, 2012). This is a
discrete variable selection process that is known to be unstable (Hastie et al.,
2009). Instead, our variable selection procedure is continuous so that its perfor-
mance is more stable.

2. Bayesian finite mixture regression model and variational approach

2.1. Finite mixture model for market segmentation. Let {yn : n = 1, · · · , N} be
the observed response variable and {xn ∈ RD : n = 1, · · · , N} be the associated D-sized
covariate vectors that potentially affect the response. In the following, we include 1 in
xn for the intercept. Then the size of the covariate vector xn is D + 1. We consider the
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2 SEOKHO LEE

effect of covariates is not the same across the segments, and some covariates significantly
influence on the response in a particular segment while they do not necessarily explain the
response significantly in other segments. Suppose there are K segments in the market.
The segment-specific regression model is

yn = xTnβk + εn, n = 1, · · · , N(1)

if the nth observation belongs to the kth market segment. βk is the D + 1 dimensional
coefficient vector including the intercept for the kth market segment. We assume εn ∼
N(0, λ2). To denote the individual’s market allocation, we introduce the (unobserved)
indicator variable znk taking 1 if the nth observation belongs to the kth market segment
and 0 otherwise. Their probabilities are denoted by

P (zn) =

K∏
k=1

πznkk(2)

where zn = (zn1, · · · , znK)T , 0 ≤ πk ≤ 1, and
∑K
k=1 πk = 1. In the Bayesian formulation

we introduce the prior distribution for the mixing probabilities π = (π1, · · · , πK)T as
Dirichlet distribution

P (π) = C(α0)

K∏
k=1

πα0−1
k(3)

where α0 = (α0, · · · , α0)T is the hyperparameter and C(α0) is the normalizing constant
for Dirichlet distribution. When α0 is small, this prior represents no priority on the
specific value of π. We set the same value α0 for all k since there is no information which
market segment likely includes this observation initially.

For the prior for βk, we consider the segment-specific prior for variable selection by
combining two normal distributions. To do so, we introduce the indicator variable γkd
taking a value 1 if the dth covariate is included in the covariate set in the kth market
segment, and 0 otherwise. Thus, for d = 0, P (βk0|λ2, σ2

k) = N(0, τ2λ2σ2
k), and for

d = 1, . . . , D,

P (βkd|λ2, σ2
k, γkd) =

{
N(0, τ2λ2σ2

k) if γkd = 1

N(0, ν2λ2σ2
k) if γkd = 0,

(4)

where τ2 is set by a large value allowing βkd to have nonzero and ν2 is set by a small
value forcing βkd to be zero. George and McColloch (1993) use this prior in the variable
selection in the single component regression model. When σ2

kν
2 → 0, this becomes

spike-and-slab prior. In our implement we set τ2 = 1000 and ν2 = 0.001. Note that
the selection of the dth variable has the difference process across the market segments
because σ2

k varies across k. If σ2
k is small, the dth variable is stringently selected in the

kth market segment. When no market segmentation (k = 1) and no variable selection
(τ2 = ν2 = 1) is considered, this prior becomes the one used in Bayesian linear regression
model by Murphy (2012). For the variable selection indicator γkd we assume the Bernoulli
distribution with probability P (γkd = 1|wkd) = wkd. For the conjugacy, we assume the
prior distribution of wkd is beta distribution

P (wkd) = B(a0, b0)wa0−1
kd (1− wkd)b0−1(5)
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with B(a0, b0) is the normalizing constant for beta distribution. And, we assume λ2

and σ2
k follow the inverse-gamma distributions, λ2 ∼ Inv-Gamma(r0

1, r
2
2) and σ2

k ∼
Inv-Gamma(s0

1, s
0
2).

2.2. Variational approximation to the posterior distribution. Let Θ be the enu-
meration of all parameters including unobserved variables, and Y be the all observed
variables. The log marginal likelihood can factor into

lnP (Y) =

∫
Q(Θ) ln

{
P (Y,Θ)

Q(Θ)

}
dΘ +

∫
Q(Θ) ln

{
Q(Θ)

P (Θ|Y)

}
dΘ(6)

= L(Q) + KL(Q‖P ).(7)

KL(Q‖P ) is Kullback-Leibler divergence betweenQ(Θ) and the posterior P (Θ|Y). When
Q(Θ) is the same as P (Θ|Y) then KL(Q‖P ) is 0. In such case L(Q) is the exact marginal
log likelihood. Since KL(Q‖P ) is nonnegative for any density Q, L(Q) serves as a lower
bound for the marginal log likelihood. Note that minimizing KL(Q‖P ) (finding Q(Θ) as
closest to P (Θ|Y)) is equivalent to maximizing L(Q) (approximating L(Q) to lnP (Y)).
Thus, in Bayesian variational method, we find Q(Θ) which maximizes L(Q). The ex-
act solution of Q(Θ) is easily obtained as P (Θ|Y) because L(Θ) itself is the negative
Kullback-Leibler divergence between Q(Θ) and P (Θ|Y) plus a constant term lnP (Y).
However, working directly with the true posterior distribution P (Θ|Y) is often complex
so that the required integration is practically infeasible.

To obtain the tractable approximation to the posterior distribution, we restrict the
family of distribution Q while it is still rich and flexible enough to find a good approxima-

tion from it. So we impose the minimal restriction on Q such that Q(Θ) =
∏J
j=1Qj(Θj)

with the relevant grouping of parameters and unobserved random variables. This fac-
torization is widely used in the mean field theory in physics (Parisi, 1988). In this ap-
proximation, the joint posterior distribution of Θ assumes independency between some
groups of parameters and random variables. This independence may be induced from
the model/prior specification or intentionally introduced for computational convenience.
In our particular example, we assume

Q(Θ) = Q(Z)Q(γ)Q(π)Q(w)Q(λ)Q(β,σ2),(8)

where we denote Z = {znk}n=1,··· ,N ;k=1,··· ,K , γ = {γkd}k=1,··· ,K;d=1,··· ,D, π = {πk}k=1,··· ,K ,
w = {wkd}k=1,··· ,K;d=1,··· ,D, β = {βk}k=1,··· ,K , and σ2 = {σ2

k}k=1,··· ,K . The factoriza-
tion in (8) is the only assumption for the approximation to the joint posterior distribu-
tion. Each component in (8) has a further factorization induced from the model and
prior specification, not from the convenience for any purpose, as

Q(Z) =

N∏
n=1

K∏
k=1

Q(znk), Q(γ) =

K∏
k=1

D∏
d=1

Q(γkd),

Q(π) =

K∏
k=1

Q(πk), Q(w) =

K∏
k=1

D∏
d=1

Q(wkd),

Q(β,σ2) =

K∏
k=1

Q(βk, σ
2
k).
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Under this factorization we maximize L(Q) by finding the factored distribution Q’s in
turn. Note that we do not place any restriction on the specific distributional form of
individual factors Q in the maximizing process, where its functional form is derived
automatically. For example, in the search for the distribution Q(znk) (the approximated
marginal posterior distribution of the random variable znk), the lower bound for the log
marginal likelihood is

L(Q) =

∫
Q(Θ) lnP (Y,Θ)dΘ−

∫
Q(Θ) lnQ(Θ)dΘ

=

∫
Q(Z) ln Q̃(Y,Z)dZ−

∫
Q(Z) lnQ(Z)dZ + const(9)

due to the factorization ofQ(Θ). Here, Q̃(Z) is a distribution having a form of ln Q̃(Y,Z) =
EΘ\Z [lnP (Y,Θ)] + constant, where EΘ\Z [lnP (Y,Θ)] is the expectation of lnP (Y,Θ)
with respect to the Q distributions over all parameters and random variables except for
Z. In the virtue of factorization, maximizing L(Q) with respect to all possible forms for
the distribution Q(Z) is equivalent to maximizing (9) with respect to Q(Z). The ap-

parent solution is Q(Z) = Q̃(Z) because (9) is the negative Kullback-Leibler divergence

between Q(Z) and Q̃(Z). From this observation, we conclude the optimal solution of
Q(Z) is

lnQ(Z) =

N∑
n=1

K∑
k=1

znk ln ρnk + const,

where

ρnk = E[lnπk]− 1

2
E[lnλ2]− 1

2
E
[
(yn − xTnβk)2

]
E
[

1

λ2

]
− 1

2
ln(2π).

Note that the expectations in the above expression are conducted under the approxi-
mate Q distributions corresponding to the random arguments. This leads to that the
approximate posterior distribution of zn = (zn1, · · · , znk)T is multinomial distribution

with parameter rn = (rn1, · · · , rnK)T for n = 1, · · · , N with rnk = ρnk/
∑K
k=1 ρnk, in-

dependently. In the similar fashion, other factors can be deduced in the explicit forms,
with the extra assumption that Q(βk, σ

2
k) = Q(βk)Q(σ2

k), as
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Q(Z) =

N∏
n=1

Mult(zn; rn) =

N∏
n=1

K∏
k=1

rznknk

Q(γ) =

K∏
k=1

D∏
d=1

Bernoulli(γkd; pkd) =

K∏
k=1

D∏
d=1

pγkdkd q
1−γkd
kd with qkd = 1− pkd

Q(π) = Dirichlet(π;α) = C(α)

K∏
k=1

παk−1
k

Q(w) =

K∏
k=1

D∏
d=1

Beta(wkd; akd, bkd) =

K∏
k=1

D∏
d=1

B(akd, bkd)w
akd−1
kd (1− wkd)bkd−1

Q(λ2) = Inv-Gamma(λ2; r1, r2) =
rr12

Γ(r1)

(
1

λ2

)r1
e−r2/λ

2

Q(σ2
k) = Inv-Gamma(σ2

k; s1, s2k) =
ss12k

Γ(s1)

(
1

σ2
k

)s1
e−s2k/σ

2
k

Q(βk) = N(mk,Σk) = |2πΣk|−1/2 exp

{
−1

2
(βk −mk)TΣ−1

k (βk −mk)

}
.

We deliberately put the detailed derivations and exact formulae for new notations
in the Appendix for the brevity. Carbonetto and Stephens (2012) assumes the further

decomposition as Q(βk) =
∏D
d=1Q(βkd), which enables to approximate the posterior of

βkd individually. This assumption is helpful when the size of variables is extremely large
as in their genetics applications, but the loss of information on the dependency structure
between regression coefficients is inevitable from the independence assumption. Instead,
we find the joint posterior distribution of βk so that the dependency structure is retained.

The approximation process in the Bayesian variational method consists of two steps:
(1) finding Q factors for parameters and random variables by maximizing the lower
bound L(Q), as given in the above, and (2) evaluating expectations of (functions of)
parameters and random variables with respect to the variational approximated posterior
distributions Q. These two processes are cycled in turn until convergence is met. This
is similar to the EM algorithm so that we call these two steps as variational M-step
and variational E-step respectively. Expectations in the variational E-step are used to
evaluate the parameters involved in the approximated posterior parameters in Q. We
also put the exact computations for expectations in the Appendix.

2.3. Variational lower bound for log marginal likelihood. We can also straight-
forwardly evaluate the lower bound L(Q) for the log marginal likelihood. Lower bound
is useful in several aspects. One of them is that the lower bound can serve as a good
approximation to the log marginal likelihood. Thus, we can base the inference on the
lower bound (Carbonetto and Stephens, 2012). Specifically, we use this lower bound for
the selection of the number of mixture components. And, since this lower bound should
not decreasing at each step of the iterative re-estimation procedure, we can monitor the
lower bound in order to test for convergence (Bishop, 2006).
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For the finite mixture regression model, the lower bound is given by

L(Q) =

∫
Q(Θ) ln

{
P (Y,Θ)

Q(Θ)

}
dΘ = E [lnP (Y,Θ)]− E [lnQ(Θ)]

= E
[
lnP (Y|Z,β, λ2)

]
+ E [lnP (Z|π)] + E [lnP (π)] + E

[
lnP (β|λ2,σ2,γ)

]
+E

[
lnP (λ2)

]
+ E

[
lnP (σ2)

]
+ E [lnP (γ|w)] + E [lnP (w)]

−E [lnQ(Z)]− E [lnQ(γ)]− E [lnQ(π)]− E [lnP (β)]

−E
[
lnQ(λ2)

]
− E

[
lnQ(σ2)

]
− E [lnQ(w)] .

In the Appendix, we provide the detailed calculation of the lower bound.

3. Conclusion and Remark

The Bayesian variational method for approximating the posterior distribution has
potential merits in various applications where MCMC is hard to be applied due to the
large size of data and/or variables. The performance of the given algorithm will be tested
with monte carlo simulation and real-world data in the future work. This research is the
initial step for this future work.

Appendix

Variational M-step. The full joint distribution of observed response variables Y, un-
observed random variables (Z, γ), and model parameters (π, w, β, λ2, σ2) from the
finite mixture regression models and prior distribution specifications becomes

P (Y,Z,π,β, λ2,σ2,γ,w) = P (Y|Z,β, λ2)P (Z|π)P (π)P (β|λ2,σ2,γ)P (λ2)

×P (σ2)P (γ|w)P (w).

Thus, the corresponding log joint distribution is

lnP (Y,Z,π,β, λ2,σ2,γ,w) = lnP (Y|Z,β, λ2) + lnP (Z|π) + lnP (π)

+ lnP (β|λ2,σ2,γ) + lnP (λ2) + lnP (σ2)

+ lnP (γ|w) + lnP (w),
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where

lnP (Y|Z,β, λ2) =

N∑
n=1

K∑
k=1

znk

{
− (yn − xTnβk)2

2λ2
− 1

2
lnλ2 − 1

2
ln(2π)

}
,

lnP (Z|π) =

N∑
n=1

K∑
k=1

znk lnπk,

lnP (π) = (α0 − 1)

K∑
k=1

lnπk + lnC(α0),

lnP (λ2) = −(r0
1 − 1) lnλ2 − r0

2

λ2
− ln Γ(r0

1) + r0
1 ln(r0

2),

lnP (σ2) =
K∑
k=1

{
−(s0

1 − 1) lnσ2
k −

s0
2

σ2
k

− ln Γ(s0
1) + s0

1 ln(s0
2)

}
,

lnP (γ|w) =

K∑
k=1

D∑
d=1

{γkd lnwkd + (1− γkd) ln(1− wkd)} ,

lnP (w) =

K∑
k=1

D∑
d=1

{(a0 − 1) lnwkd + (b0 − 1) ln(1− wkd) + lnB(a0, b0)} ,

and

lnP (β|λ2,σ2,γ) =

K∑
k=1

{
− β2

k0

2τ2λ2σ2
k

− 1

2
ln τ2 − 1

2
lnλ2 − 1

2
lnσ2

k −
1

2
ln(2π)

}

+

K∑
k=1

D∑
d=1

γkd

{
− β2

kd

2τ2λ2σ2
k

− 1

2
ln τ2 − 1

2
lnλ2 − 1

2
lnσ2

k −
1

2
ln(2π)

}

+

K∑
k=1

D∑
d=1

(1− γkd)
{
− β2

kd

2ν2λ2σ2
k

− 1

2
ln ν2 − 1

2
lnλ2 − 1

2
lnσ2

k −
1

2
ln(2π)

}
,

where βk = (βk0, βk1, · · · , βkD)T , C(α0) = Γ(Kα0)
Γ(α0)K

, and B(a0, b0) = Γ(a0+b0)
Γ(a0)Γ(b0) . Using the

above log joint distribution and the factorization of Q distribution, we obtain all factors
by maximizing L(Q) separately as follows.

For Q(Z), note that

lnQ(Z) =

N∑
n=1

K∑
k=1

znk

{
E[lnπk]− 1

2
E[lnλ2]− 1

2
E
[
(yn − xTnβk)2

]
E
[

1

λ2

]
− 1

2
ln(2π)

}
+const.

By letting ln ρnk = E[lnπk] − 1
2E[lnλ2] − 1

2E
[
(yn − xTnβk)2

]
E
[

1
λ2

]
− 1

2 ln(2π), the ap-
proximate posterior distribution is

Q(Z) ∝
N∏
n=1

K∏
k=1

ρznknk or Q(Z) =

N∏
n=1

K∏
k=1

rznknk
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with rnk = ρnk/
∑K
j=1 ρnj . This implies that zn = (zn1, · · · , znK)T follows the multi-

nomial distribution with probabilities (rn1, · · · , rnK)T independently for n = 1, · · · , N .
For Q(γ),

lnQ(γ) =

K∑
k=1

D∑
d=1

{
γkd

(
E[lnwkd]−

1

2τ2
E
[
β2
kd

]
E
[

1

λ2

]
E
[

1

σ2
k

]
− 1

2
ln τ2

)

+(1− γkd)
(
E[ln(1− wkd)]−

1

2ν2
E
[
β2
kd

]
E
[

1

λ2

]
E
[

1

σ2
k

]
− 1

2
ln ν2

)}
+const.

By letting ln p̃kd = E[lnwkd] − 1
2τ2E

[
β2
kd

]
E
[

1
λ2

]
E
[

1
σ2
k

]
− 1

2 ln τ2 and ln q̃kd = E[ln(1 −

wkd)]− 1
2ν2E

[
β2
kd

]
E
[

1
λ2

]
E
[

1
σ2
k

]
− 1

2 ln ν2, we get

Q(γ) ∝
K∏
k=1

D∏
d=1

(p̃kd)
γkd(q̃kd)

1−γkd or Q(γ) =

K∏
k=1

D∏
d=1

pγkdkd q
1−γkd
kd ,

where pkd = p̃kd/(p̃kd + q̃kd) and qkd = q̃kd/(p̃kd + q̃kd) = 1 − pkd. Thus, the approxi-
mated posterior distribution of γkd is Bernoulli distribution with success probability pkd
independently for k = 1, · · · ,K and d = 1, · · · , D. For Q(π),

lnQ(π) =

K∑
k=1

(α0 +Nk − 1) lnπk + const,

where Nk =
∑N
n=1 E[znk]. We have

Q(π) ∝
K∏
k=1

πα0+Nk−1
k or Q(π) = C(α)

K∏
k=1

παk−1
k

with C(α) = Γ(
∑K
k=1 αk)/

∏K
k=1 Γ(αk), α = (α1, · · · , αK)T and αk = α0 + Nk. Thus,

the approximated posterior distribution of π is Dirichlet distribution with the parameter
α. For Q(w),

lnQ(w) =

K∑
k=1

D∑
d=1

{
(E[γkd] + a0 − 1) lnwkd + (1− E[γkd] + b0 − 1) ln(1− wkd)

}
+const.

Thus,

Q(w) ∝
K∏
k=1

D∏
d=1

wakd−1
kd (1− wkd)bkd−1 or Q(w) =

K∏
k=1

D∏
d=1

B(akd, bkd)w
akd−1
kd (1− wkd)bkd−1,

where akd = a0+E[γkd] and bkd = b0+1−E[γkd]. The approximated posterior distribution
of wkd is Beta distribution with parameters akd and bkd independently for k = 1, · · · ,K
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and d = 1, · · · , D. For Q(λ2),

lnQ(λ2) = −
(
r0
1 +

N

2
− 1

)
lnλ2 −

r0
2 + 1

2

∑N
n=1

∑K
k=1 E [znk]E

[
(yn − xTnβk)2

]
λ2

+const.

Therefore,

Q(λ2) ∝
(

1

λ2

)r1−1

e−
r2
λ2 or Q(λ2) =

rr12

Γ(r1)

(
1

λ2

)r1−1

e−
r2
λ2 ,

where r1 = r0
1 + N

2 and r2 = r0
2 + E with E = 1

2

∑N
n=1

∑K
k=1 E [znk]E

[
(yn − xTnβk)2

]
.

The approximated marginal posterior distribution of λ2 is inverse-Gamma distribution
with parameter r1 and r2. For Q(σ2

k) (k = 1, · · · ,K),

lnQ(σ2
k) = − 1

σ2
k

{
s0

2 +
1

2
E
[

1

λ2

](
E[β2

k0]

τ2
+

D∑
d=1

(
E[γkd]

τ2
+

1− E[γkd]

ν2

)
E[β2

kd]

)}

−
(
s0

1 +
D + 1

2
− 1

)
lnσ2

k + const.

This leads to

Q(σ2
k) ∝

(
1

σ2
k

)s1−1

e−s2k/σ
2
k or Q(σ2

k) =
ss12k

Γ(s1)

(
1

σ2
k

)s1−1

e−s2k/σ
2
k ,

where s1 = s0
1 + D+1

2 and s2k = s0
2 + Ek with Ek = 1

2E
[

1
λ2

]
dTk E

[
β2
k

]
, E

[
β2
k

]
=

(E
[
β2
k0

]
,E
[
β2
k1

]
, . . . ,E

[
β2
kD

]
)T , dk =

(
1/τ2, 1/φ2

k1, . . . , 1/φ
2
kD

)T
, 1/φ2

kd = E [γkd] /τ
2 +

(1 − E [γkd])/ν
2 for d = 1, . . . , D. The approximated posterior distribution of σ2

k is the
inverse-Gamma distribution with parameter s1 and s2k independently for k = 1, · · · ,K.
Finally, for Q(βk) (k = 1, · · · ,K),

lnQ(βk) = − 1

2c

{
βTk (Ck + Dk)−1βk − 2βTk tk

}
+ const,

where 1/c = E[1/λ2], Ck =
∑N
n=1 E[znk]xnxTn , Dk = E

[
1
σ2
k

]
diag(dk), and tk =

∑N
n=1 E[znk]ynxn.

Then

Q(βk) ∝ exp

[
−1

2
(βk −mk)TΣ−1

k (βk −mk)

]
or

Q(βk) = |2πΣk|−1/2 exp

[
−1

2
(βk −mk)TΣ−1

k (βk −mk)

]
,

where mk = (Ck + Dk)−1tk and Σk = c(Ck + Dk)−1. The approximated posterior
distribution of βk is Normal distribution with mean mk and covariance Σk independently
for k = 1, · · · ,K.
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Variational E-step. In the variation M-step, the model parameters in the optimal
posterior distributions involve the expectations of parameters or random variables under
the approximated posterior distributions. Necessary expectations are given as follows:

E [znk] = rnk,

E [lnπk] = ψ(αk)− ψ(
∑K
j=1 αj),

E
[
lnλ2

]
= −ψ(r1) + ln(r2),

E
[

1

λ2

]
=

r1

r2
,

E
[
lnσ2

k

]
= −ψ(s1) + ln(s2k),

E
[

1

σ2
k

]
=

s1

s2k
,

E [lnwkd] = ψ(akd)− ψ(a0 + b0 + 1),

E [ln(1− wkd)] = ψ(bkd)− ψ(a0 + b0 + 1),

E [γkd] = pkd,

E
[
β2
kd

]
= Σk,dd +m2

kd,

where ψ is the digamma function such that ψ(x) = d
dx ln Γ(x) = Γ′(x)

Γ(x) , and Σk,dd is the

dth diagonal element of Σk and mkd is the dth element of mk. And

E
[
(yn − xTnβk)2

]
= y2

n − 2ynxTnmk + xTn (Σk + mkm
T
k )xn,

E =
1

2

N∑
n=1

K∑
k=1

E [znk]E
[
(yn − xTnβk)2

]
=

1

2

K∑
k=1

{
N∑
n=1

rnky
2
n − 2mT

k

N∑
n=1

xnrnkyn + Tr

[
(Σk + mkm

T
k )

N∑
n=1

rnkxnxTn

]}

=
1

2

K∑
k=1

{
yTWky − 2mT

kXTWky + Tr
[
(Σk + mkm

T
k )XTWkX

]}
,

where y = (y1, · · · , yN )T , X = (x1, · · · ,xN )T , and Wk = diag(rnk)n=1,··· ,N for k =
1, · · · ,K.

Variational lower bound. We provide the detailed calculation for the expectations
necessary in the evaluation of the lower bound.

E
[
lnP (Y|Z,β, λ2)

]
=

E

c
− N(−ψ(r1) + ln r2 − ln 2π)

2
.

E [lnP (Z|π)] =

K∑
k=1

Nk

{
ψ(αk)− ψ(

∑K
j=1 αj)

}
.
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E [lnP (π)] = (α0 − 1)

{
K∑
k=1

ψ(αk)−Kψ(
∑K
j=1 αj)

}
+ ln Γ(Kα0)−K ln Γ(α0).

E
[
lnP (β|λ2,σ2,γ)

]
= − 1

2c

K∑
k=1

Tr
(
Dk(Σk + mkm

T
k )
)
− K + P

2
ln τ2 − Q

2
ln ν2

+
K(D + 1)

2
(ψ(r1)− ln r2 − ln 2π)

+
D + 1

2

(
Kψ(s1)−

K∑
k=1

ln s2k

)
,

where D̃k = diag(d̃k)/σ2
k, d̃k = (1/τ2, 1/φ̃2

k1, . . . , 1/φ̃
2
kD)T , 1/φ̃2

kd = γkd/τ
2 + (1 −

γkd)/ν
2, Dk = E

[
D̃k

]
, P =

∑K
k=1

∑D
d=1 pkd, Q =

∑K
k=1

∑D
d=1 qkd = KD − P .

E
[
lnP (λ2)

]
= (r0

1 − 1) {ψ(r1)− ln r2} −
r0
2r1

r2
− ln Γ(r0

1) + s0
1 ln s0

2.

E
[
lnP (σ2)

]
= (s0

1 − 1)

K∑
k=1

{ψ(s1)− ln s2k} − s0
2s1

K∑
k=1

1

s2k
−K ln Γ(s0

1) +Ks0
1 ln s0

2.

E [lnP (γ|w)] =

K∑
k=1

D∑
d=1

{pkdψ(akd) + qkdψ(bkd)} −Kψ(a0 + b0 + 1).

E [lnP (w)] =

K∑
k=1

D∑
d=1

{(a0 − 1)ψ(akd) + (b0 − 1)ψ(bkd)}

−KD(a0 + b0 − 2)ψ(a0 + b0 + 1) +KD lnB(a0, b0).

E [lnQ(Z)] =

N∑
n=1

K∑
k=1

rnk ln rnk.

E [lnQ(γ)] =

K∑
k=1

D∑
d=1

(pkd ln pkd + qkd ln qkd) .

E [lnQ(π)] =

K∑
k=1

(αk − 1)
{
ψ(αk)− ψ(

∑K
j=1 αj)

}
+ ln Γ(

∑K
j=1 αj)−

K∑
j=1

ln Γ(αj).

E [lnQ(β)] = −K(D + 1)

2
− 1

2

K∑
k=1

ln |2πΣk|.

E
[
lnQ(λ2)

]
= (r1 − 1)ψ(r1) + ln r2 − r1 − ln Γ(r1).
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E
[
lnQ(σ2)

]
=

K∑
k=1

ln s2k +K {(s1 − 1)ψ(s1)− s1 − ln Γ(s1)} .

E [lnQ(w)] =

K∑
k=1

D∑
d=1

[
(akd − 1) {ψ(akd)− ψ(a0 + b0 + 1)}

+(bkd − 1) {ψ(bkd)− ψ(a0 + b0 + 1)}+ lnB(akd, bkd)
]
.
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상대오차를 이용한 모형선택과정에 대한 소고1 

 

박흥선2 

 

요약 : 고전적인 회귀분석에서 모형식별과정은 여러 방법에 의해서 구현되어 왔다. 본 논문은 

일반적인 오차대신 퍼센트를 중시하는 오차를 이용한 회귀분석에서 모형선택과정에 대한 전략과 그 

가능성을 타진해 보고자 한다. 이를 위해 실제 자료를 중심으로 접근해 보았으며, 본 논문의 결과는 

차후 상대오차를 이용한 모형의 적합성 연구에 많은 도움을 줄 것으로 사료된다. 

 

서론 

 

일반적인 회귀분석에서, 독립변수를 이용한 반응변수의 예측(prediction)은 

실제값( )과 예측값( ) 간의 제곱손실함수(squared loss function) 

 

 

의 기대값을 최소화시킴으로써 구해지며 이를 Best Predictor 라고 하고 

 

라고 정의된다.따라서,  

 

라고 가정할 경우 

 

 

 

라는 최소제곱추정법을 통해서 구할 수 있게 된다. 

                         
1 이 논문은 2014학년도 한국외국어대학교 학술연구비 지원에 의하여 이루어진 것임. 
2 한국외국어대학교 자연과학대학 통계학과 교수 
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그러나, 실제로 많은 모형선택과정이나 경제자료분석에서는 오차보다는 

퍼센트오차(percentage error)가 더욱 중요시 되고 있으며, 퍼센트오차를 최소화 

시키는 상대손실함수(relative loss function) 

 

 

의 기대값을 최소화시키는 Best Relative Error Predictor 를  

 

 

로 구현할 수 있음이 밝혀졌다 (Park and Stefanski, 1998).  이 경우, Park 과 

Stefanski (1998)는  

 

이라는 추정방법을 통해 Best Relative Error Predictor 를 추정할 수 있음을 

제안하였고, Park 과 Shin (2006)은 정상시계열 ARIMA 자료에서 퍼센트오차를 

최소로 하는 예측모형을 

 

 

로써 구현할 수 있음을 보여 주었다. 여기서 CV(t+1)는 t+1 시점의 

변동계수(coefficient of variation)이며, 는 t 시점까지의 Y 를 이용한 

OLS 예측값이다. 이는 기존의 OLS 보다 배 줄어든 형태이므로 

Shrinked Forecast 라고 소개되고 있다 (Park and Shin, 2006) 

 한편, 비모수적 접근방법으로도 연구된 바 있는데, Jones 외 다수 

(2008)는 kernel smoothing 을 이용하여 local constant estimator 경우 
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와 같이 추정할 수 있음을 보여주었다 (Jones, et, al., 2008). 

그러나, 안타깝게도 이 모든 연구가 상대오차를 이용한 예측방법에만 

촛점을 맞추고 있어서, 모형선택과정에 대한 언급이나 연구는 없었다. 본 논문은 

이와 같이 상대오차를 중요시하는 경우에 모형선택과정을 조사하고 있으며, 

기존의 회귀분석에서 많이 사용하는 Root Mean Square Error (RMSE) 나 

Adjusted R-Square 의 개념을 확장한 영역에서 접근해 보고 있다 (Draper and 

Smith, 1998) 

 

본 론 

 

회귀분석의 모형선택은 부분 F-검정 (partial F-test)을 통한 검정절차 

외에, forward selection, backward elimination, 그리고 stepwise regression 과 

같은 알고리즘에 의한 방법들과 Mallow’s Cp 통계량이나 RMSE, Adjusted 

Rsquare와 같은 통계량에 의한 방법들로 나누어 진다. (Draper and Smith, 

1998).모형선택을 위한 선택기준에 대한 개인적인 선호도가 있겠지만, 

일반적으로 가장 많이 쓰이기도 하고 쉽게 구할 수 있는 영역은 RMSE 와 

Adjusted Rsquare 에 의한 과정임은 이견이 없을 것이다. 아래는 RMSE 와 

Adjusted Rsquare 에 대한 정의이다. 

 

 

 

 

 

 

상대오차를 이용한 회귀분석의 경우, Park과 Stefanski (1998)가 제안한 
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을 고려한다면, 이는 기존의 가중최소제곱추정량(Weighted Least Square 

estimator: WLS)의 모습으로 가중치를 로 간주한 것임을 알 수 있다. 이 

경우, RMSE와 Adjusted-Rsquare의 모습은 다음과 같이 정의될 수 있다. 

 

 

 

 

이를 실제 자료에 적용하기 위해 2003년 의료장비 생산업체인 MeddicorpInc.의 

매출자료 (단위: 미화천불)를 사용하였다. 미국의 25개 영역별 매출액 (y)과 

회사가 2003년 광고로 소비한 금액 ADV (단위: 미화백불), 보너스로 지불된 

금액 BONUS (단위: 미화백불), 그리고 그 영역에서 회사의 시장점유율 

MKTSHR (단위: 퍼센트) 과 경쟁회사의 매출액 COMPET (단위: 미화천불)를 

가지고 다음의 15가지 모형을 고려해 보았다. 

 

• Model 1: ADV  

• Model 2: BONUS 

• Model 3: COMPET 

• Model 4: MKTSHR 

• Model 5: ADV, BONUS 

• Model 6: ADV, MKTSHR 

• Model 7: ADV, COMPET 

• Model 8: BONUS, COMPET 

• Model 9: BONUS, MKTSHR 
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• Model 10: MKTSHR, COMPET 

• Model 11: ADV, BONUS, MKTSHR 

• Model 12: ADV, BONUS, COMPET 

• Model 13: ADV, MKTSHR, COMPET 

• Model 14: BONUS, MKTSHR, COMPET 

• Model 15: ADV, BONUS, MKTSHR, COMPET 

 

그 결과, OLS를 이용한 모형선택과정과 상대오차를 이용한 추정법으로 

모형선택과정을 수행한 결과, 다음의 (표 1)-(표 2)와 같은 결과를 얻게 되었다.  

 

Model RMSE Rsquare AdjRsquare 

1 101.42 0.811 0.802 

2 191.76 0.323 0.293 

3 215.83 0.142 0.105 

4 232.97 0.001 -0.043 

5 90.75 0.855 0.841 

6 103.23 0.812 0.795 

7 103.38 0.812 0.795 

8 186.51 0.387 0.332 

9 195.33 0.328 0.267 

10 218.25 0.161 0.085 

11 91.75 0.858 0.838 

12 92.26 0.857 0.836 

13 105.52 0.813 0.786 

14 187.48 0.409 0.325 

15 93.77 0.859 0.831 

<표 1: Meddicorp 매출자료에 대한 OLS 모형선택과정> 
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(표 1)에서 살펴볼 수 있듯이, 전체적으로 Model 5 (ADV, BONUS)가 가장 적은 

RMSE (90.75)를 가지고 가장 큰 AdjRsquare (0.841)값을 가지고 있다. 물론 

RMSE값이 가장 작다는 것은 AdjRsquare 값이 자동적으로 가장 크다는 것을 

의미할 것이다. 또한 두번째 적합한 모형으로는 Model 11 (ADV, BONUS, 

MKTSHR) 가 RMSE (91.75)로 선택된다. 그러나, 같은 자료를 가지고 

퍼센트오차를 줄이기 위한 모형식을 시도한다면 (표 2)와 같게 될 것이다. 

 

Model RMSE Rsquare AdjRsquare 

1 0.080 0.799 0.791 

2 0.142 0.371 0.344 

3 0.169 0.117 0.078 

4 0.180 0.001 -0.042 

5 0.072 0.847 0.833 

6 0.082 0.801 0.783 

7 0.082 0.801 0.783 

8 0.142 0.401 0.347 

9 0.145 0.372 0.315 

10 0.172 0.124 0.045 

11 0.073 0.850 0.829 

12 0.073 0.851 0.830 

13 0.083 0.802 0.773 

14 0.144 0.409 0.325 

15 0.074 0.852 0.823 

<표 2: Meddicorp 매출자료에 대한 상대오차 이용한 모형선택과정> 

 

상대오차를 이용한 모형식별에서도 첫번째 선택된 모형은 Model 5 (ADV, 

BONUS) 이며 가장 작은 RMSE (0.072)와 가장 큰 AdjRsquare (0.833) 값을 
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갖고 있다. 그러나 두 번째 후보는 Model 11이 아닌 Model 12 (ADV, BONUS, 

COMPET)가 되며, 이 결과는 기존의 OLS 회귀모형과 다르다는 것을 알 수 

있다.  

 

결 론 

 

회귀분석에서 자료를 이용한 회귀선의 추정은 무엇보다 중요한 작업이다. 그러나, 

독립변수가 많을 경우, 변수선택에 의한 모형식별은 회귀선 추정만큼 중요한 

작업이 될 것이다. 특히 독립변수가 관측개수보다 많은 다차원 (multi-

dimensional) 자료인 경우는 모형의 선택과정이 필수적이다. 본 연구는 

상대오차를 중요시 하는 자료의 경우 모형식별방법을 RMSE와 AdjRsquare 를 

기준으로 제시하였다. 이 결과는 추후 Mallow’s Cp 나 StepwiseRegression 과 

같은 다른 영역을 이용한 모형선별작업에 기초가 될 것이다. 
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마이크로 첨가물의 물방울 증발에 미치는 영향1 

 

최동녕, 권남익2 

 

요약 : 물체의 표면에 떨어진 물방울의 증발현상을 연구하기 위해서는 무언가 광학적으로 표식이 

되는 작은 물체를 첨가해 주어야 한다. 이렇게 첨가한 마이크로 입자들이 물방울의 증발에 심각한 

영향을 미치는 것을 발견하였다. 앞으로 첨가물을 이용하여 물방울의 증발과정을 설명할 때는 

첨가물 자체에 의한 영향도 반드시 고려되어야 한다고 본다 

 

서론 

 

Marangoni effect, tears of wine등 사람들은 물의 증발 현상에 대해 많은 생각

을 해왔다. 또한 일상생활에서도 증발 현상은 많은 연구와 고찰이 필요함을 알 

수 있다. 예를 들어서 간단히 우리가 벽에 페인트칠을 할 때도 증발 현상에 대해 

생각해야만 한다. 보통 페인트 방울을 떨어트려도 가장자리가 증발이 제일 빠르

기 때문에 골고루 균일하게 색이 퍼지게 하려면 이 자연현상을 제대로 이해하고 

있어야 한다. 또한 생명공학 쪽에서는 DNA stretching과 관련해 droplet에 대해 

이해할 수 있다면 DNA쪽에서도 획기적인 연구성과를 이룰 수 있다. 이런 증발

에 대한 과정을 이해하기 위한 연구가 많이 되어 왔으며, 이들 연구에는 관찰을 

위해 반드시 첨가물을 추가 하였다. 특히 과정을 단순화 시키기 위해 유리표면에 

마이크로 입자가 첨가된 물방울이 증발하는 과정이 많이 연구되어 왔다. 이들 연

구에서 물방울이 증발해 감에 따라 첨가된 입자들의 바깥쪽으로 움직이는 속도

가 수 제곱 배나 지수 배로 증가하는 것이 관찰되었고 그 원인이 나름대로 설명

되었다. 

 본 실험에서는 유리표면에 붙은 물방울이 증발되는 과정의 더 자세한 원인을 

알아보기 위해 이 첨가물의 양을 조절 해 가며 증발과정을 관찰 하였다. 그리고 

                         
1 이 논문은 2014학년도 한국외국어대학교 학술연구비 지원에 의하여 이루어진 것임. 
2 한국외국어대학교 자연과학대학 전자물리학과 교수 
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첨가물 자체가 증발에 심각한 영향을 주는 것이 관찰 되었다. 관찰에는 광학 현

미경을 사용하였으며 마이크로 첨가물로는 이스트를 사용하였다.  

 

실험 

 

 

그림 1. 옆에서 본 물방울의 모양 

 

물방울은 옆에서 보면 그림 1처럼 평면모양이 아닌 반원모양을 하고 있다. 또 증

발할 때 소수성 표면에서는 1a) 처럼 A모양에서 B모양으로 곡률을 유지하며 줄

어들며 친수성 표면에서는 1b) 처럼 물방울의 초기 테두리는 유지하고 얇아지며 

줄어든다. 우리는 친수성의 슬라이드글라스를 사용하였으므로 1b) 의 모양으로 

줄어들었다. 슬라이드글라스 위에 떨어진 물방울이 증발하기 시작하면 증발한 수

증기가 물방울 위를 덮으며 머무르게 되어 바깥쪽의 vapor pressure가 중간보다 

낮아지게 된다. 그래서 바깥쪽의 증발속도가 더 빨라지게 되고 결국 그림 2처럼 

바깥쪽으로 outflow가 생겨 물방울이 마르고 나면 밖으로 밀려난 미세 알갱이들

이 테두리에 말라붙은 것이 coffee-ring을 만들게 된다. 여러 가지 연구에서 이

렇게 바깥쪽으로 밀려나는 입자들이 관찰되어 왔으며 또한 밀려나는 속도가 엄

청나게 빨라지는 것도 관찰되어 ‘power law increase’, ‘order-of-magnitude 
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increase’ 로 설명되었다. 하지만 그 물리적인 이유에 대해서는 아쉽게도 이해 

할만한 설명이 없었다. 이스트를 사용한 본 실험에서도 엄청나게 빠른 속도로 밀

려나가는 현상은 10 배 현미경으로 관찰되었다. 

 

 

그림2. 증발하는 동안 물방울 내부의 흐름 

 

 초반엔 찾기조차 힘든 입자들이 물방울이 증발하여 밀도가 높아지면서 드문 드

문 발견되기 시작한다. 그 입자들이 서서히 움직이기 시작하고 몇 개씩 지나가다

가 점점 흐름이 빨라진다. 나중엔 그 흐름이 너무 빨라 초당 24 frame 씩 내보

내는 frame grabber로는 안 보일 정도로 빨라지는 것이 관찰 되었다. 다른 실험

들에서 관찰된 것과 같은 현상이 관찰 되었지만 본 실험실에는 미세 입자의 속

도를 잴 수 있는 장치가 없으므로 대신에 상대적으로 쉬우면서도 간단한 방법을 

사용하기로 했다. 물방울이 증발하는 전체 시간을 재서 후반에 빨라지는 이유를 

추론하기 위한 자료를 찾기로 했다. 

실험 시간을 절약하기 위해 물방울을 최대한 작게 만들었다. 주사기 바늘로 항상 

일정하게 슬라이드글라스 위에 만들 수 있는 최소 크기는 약 지름 2 mm 였다. 
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이 실험에서는 실물현미경을 사용하였다. 배율은 임의로 2 mm 지름의 물방울이 

full frame에 보이도록 조절되었으며 10초마다 1 frame 씩 찍어서 관찰하였다. 

이스트를 타지 않은 증류수의 증발 시간은 4분, 즉, 실물현미경 촬영으로 24 

frame 걸렸다.  

 

결과 

 

 

그림 3. 밀도에 따라 증발하는데 걸리는 시간 

 

그래프에 확인 할 수 있는 점은 그래프가 로그모양으로써 마이크로 첨가물이 줄

어들수록 기울기가 급격해진다. 앞선 연구 결과에서는 이렇게 점점 빨라지는 이

유를 Marangoni effect, Coffee ring, vapor pressure등으로 설명 하였으나 광학 

현미경으로 관찰한 결과는 달랐다. 

 위 그래프 에서 보면 알 수 있듯이 마이크로 첨가물이 줄어들면서 일정한 기울

기로 증발속도가 느려진다. 그러나 마이크로 첨가물이 0.05g 일 때를 기점으로 
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갑자기 기울기가 급격하게 증발 속도가 늘어난다. 이 실험에서 집중적으로 보아

야 할 부분은 이 부분이다. Droplet은 항상 테두리 접촉면이 고정되어있다. 따라

서 물방울은 증발하면서 테두리 부분이 고정되어 있으므로 첫 번째 그림 b와 같

이 증발한다. 즉 그림 a처럼 모두다 균일하게 증발하는 것이 아닌 그림 b와 같이 

center부분의 증발량이 더 많다. 여기서 우리가 생각해야 될 것이 바로 체적밀도

이다.  

 

체적밀도의 공식은 Wet bulk density = mass of soil plus liquids/ volume as a 

whole 이다. 또한 밀도가 높을수록 증발이 잘 일어난다는 사실도 알고 있다. 이 

실험에서는 분모는 일정하고 분자만 넣어준 마이크로 첨가물에 의해 변하므로 

분자만 생각해 주면 된다. Mass of soil plus liquids는 마이크로 첨가물을 적게 

넣어줄수록 더 작아진다. 여기서 우리는 그래프 기울기가 왜 급격하게 변하는지

를 알 수 있다. 물방울이 줄어드는 속도는 처음에는 마이크로 첨가물과 별개로 

비슷하다. 그러나 물방울의 크기가 줄을 때 마이크로 첨가물이 적으면 적을수록 

체적밀도는 제곱에 반비례하는 형태로 급격하게 줄어들게 된다. 예를 들어 물방

울이 1/2 크기만큼 줄 때 1/3 체적밀도가 줄어든다고 할 때 마이크로 첨가물이 

적으면 1/4 혹은 1/5 이상으로 줄어드는 것이다. 왜냐하면 첫 번째 그림 a에서

와 같이 물방울은 균일하게 증발하는 것이 아니라 그림 b처럼 테두리가 고정된 

형태로 center부분이 더 많이 증발하고 테두리는 덜 증발하는 형태로 표면의 증

발량이 위치에 따라 다르기 때문이다. 그래서 위와 같은 그래프가 나오는 것이다. 

 

토론 

 

위 실험 결과에서 볼 수 있듯이 그래프 모양은 마이크로 첨가물이 줄어 들 때 

일정하게 증발속도가 느리게 변하다가 마이크로 첨가물이 0.05g일 때를 기준으

로 갑자기 급격하게 속도가 느려진다. 위 설명에서 언급했듯이 체적밀도 공식을 

이용했을 때 물방울의 줄어드는 속도는 일정하지만 그에 비해 체적밀도는 일정
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하지 않고 제곱에 반비례하는 관계로 변한다. 물방울은 물방울 내부 위치에 따라 

증발하는 양이 균일하지 않고 모두 다르기 때문이다. 그래서 위 그래프 모양이 

나온다고 설명 할 수 있다. 
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단백질에 위치특이적 비천연 아미노산 인입을 위해 다중 

suppressor tRNA 유전자를 갖는 보고자 벡터 제작1 

 

이인건, 박중찬2 

 

요약 : 엠버서프레션을 이용하여 단백질 생합성 시, 특정위치에 비천연 아미노산을 도입하는 기술이 

개발되었다. aminoacyl-tRNA synthetase(ARS)의 돌연변이 라이브러리로부터 비천연 아미노산에 

대한 특이성을 갖는 변형된 ARS 를 선별하고, 이것이 실제로 비천연 아미노산을 인입하는 가를 

확인하기 위한 보고자 벡터 pGSTam 을 앞서 제작하였다. 이 연구에서는 이 벡터의 엠버서프레션 

활성을 높이기 위해 suppressor tRNA 인 돌연변이 tRNA2
fMet ,trnfMT2:A71/T35A36/G72 (fMam 

tRNA) 유전자를 4 개 복제한 pGSTam-4fMamtRNA 를 제작하였다. 제작된 벡터는  Saccharomyces 

cerevisiea TyrRS 를 발현하는 플라스미드 벡터와 함께 대장균에 형질전환할 경우 엠버서프레션에 

의해 GST 단백질이 생산됨을 SDS-PAGE 분석을 통하여 확인하였다. 

 

서 론 

 

단백질의 특정 위치에 선택적으로 비천연 아미노산을 인입함으로써 단백질의 

구조 및 기능연구에 폭 넓게 활용될 수 있으며, 또한 산업적으로도 단백질 

의약품의 기능개선, 단백질칩 생산 및 단백질 고정화, 등 단백질을 활용한 

다양한 분야에서 새로운 기술로 활용될 수 있다. 현재 원핵생물 및 진핵생물의 

세포단계에서뿐만 아니라, 꼬마선충 같은 작은 다세포 생물에서 비천연 

아미노산을 인입할 수 있다는 것이 보고되었다 (1).  

일반적으로 in vivo 에서 단백질에 비천연 아미노산의 숙주의 endogenous 

tRNA/ARS 에 의해서는 영향을 받지 않는 orthogonal suppressor tRNA 와 

aminoacyl-tRNA synthetase (ARS) 짝이 사용되며, 대장균에서 고세균인 

                         
1 이 논문은 2014학년도 한국외국어대학교 학술연구비 지원에 의하여 이루어진 것임. 
2 한국외국어대학교 자연과학대학 생명공학과 교수 
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Methanococcus jannaschii (Mj) TyrRS/tRNATyr 쌍은 매우 효과적인 orthogonal 

짝으로 활용되어 50 여종 이상의 비천연 아미노산을 삽입하는 변형된 ARS 가 

보고되었다 (2-5). 또 다른 orthogonal suppressor tRNA/ARS 짝으로 

Saccharomyces cerevisiea (Sc) TyrRS 와 E. coli 의 initiator tRNA 를 

돌연변이한 tRNA2
fMet ,trnfMT2:A71/T35A36/G72 (fMam tRNA) 쌍이 이용가능 

하다 (6). 우리는 앞서 Sc TyrRS 라이브러리를 제작하였고 (7), 양성 및 

음성선별 시스템을 개발하였다 (8). 또한 이들을 활용하여 비천연 아미노산 o-

Methyl-L-tyrosine(MeTyr)을 삽입하는 TyrRS 돌연변이를 탐색하였고, 탐색된 

MeTyrRS 가 단백질 내에 MeTyr 의 인입을 유도하는지를 확인하고자 보고자 

플라스미드 pGSTam (glutathione S-transferase (GST)의 52 번 잔기를 amber 

코돈으로 돌연변이시키고 C-말단에 6 개의 Histidine 잔기를 결합시킨 GST 

발현)을 제작하여 실험한 결과 MeTyr 의 도입 활성이 낮게 나타났다. 본 

연구에서는 이를 보완하기 위해 pGSTam 벡터에 suppressor tRNA 유전자인 

fMam tRNA 유전자 4 개를 연속적으로 삽입시켜 엠버서프레션 활성을 높인 

새로운 보고자 벡터를 제작하였다.  

 

실험재료 및 방법 

 

균주배양 및 Oligonucleotides 

본 연구에 사용된 대장균 DH10B는 LB 액상 혹은 고형배지에서 배양하였다. 

Sc TyrRS 발현벡터 pKK-TyrRS는 ampicilin 저항성 유전자를, fMam tRNA 발

현벡터 pACamG는 tetracycline 저항성 유전자를 가지고 있으며, 이들 벡터가 

형질전환된 대장균은 배지에 100 g/ml ampicillin 및 25 g/ml tetracycline을 

첨가하였다. 새로운 벡터 제작을 위해 사용된 oligonucleotides는 바이오니어사 

(한국)에서 주문 제작하였다 (Table 1). 
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pGSTam-3tRNA 벡터 제작 

앞서 제작한 pGSTam 벡터의 엠버서프레션에 의한 GST 발현량을 증가시키

위해 suppressor tRNA 유전자를 3개 나란히 배열하여 삽입하였다. 먼저 fMam 

tRNA 유전자를 만들기 위해 Table 1에 표시된 primer를 바이오니아㈜에 주문 

제작하였다. 삽입되는 DNA 절편을 3개의 조각으로 나누어 A절편에는 5’-말단

에 제한효소 Tth111I site, lpp promoter, fMam tRNA 유전자 1개, 그리고 SacI 

site가 포함되게 염기서열을 구성하였고; B 절편에는 5’-말단에 XbaI site, fMam 

tRNA 유전자 1개, HindIII site의 순서로 구성하였으며; C절편은 HindIII site, 

fMam tRNA 유전자 1개, rrnC terminator, AatII site이 위치하도록 염기서열을 
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구성하였다 (Fig, 1). A 절편은 169 bp로 이루어져 말단이 서로 상보적인 3개의 

oligonucleotides 로 나누어 합성하였다. 먼저 fmtRNA-1과 -2를 같은 molar 

ratio로 혼합한 후, 85 ℃로 10분간 가열한 다음 30분에 걸쳐 상온으로 서서히 

온도를 떨어뜨려 상보결합이 이루어지게 하였다. 여기에 T4 DNA polymerase 

(Promega, USA)와 dNTP를 첨가한 후 생산자 지시방법으로 DNA 중화반응을 

수행하여 이중나선을 DNA 절편을 생산하였다. 여기에 fmtRNA-3를 첨가하여 

다시 같은 방법으로 annealing과 fill-in 과정을 거친 후, A 절편의 양쪽 말단의 

염기서열을 각각 가지고 있는 fmtRNA-4와 -5를 primer로 첨가하여 pfu 

polymerase를 사용하여 PCR을 수행하여 최종적으로 A 절편 DNA를 얻었다. C 

절편의 생산도 유사하게 중앙에 상보적인 서열을 가지고 있는 fmtRNA-12와 -

13을 혼합하여 annealing과 fill-in과정을 거친후, fmtRNA-14와 -15을 첨가하

여 PCR을 수행하여 최종적인 C 절편을 얻었다. B절편은 fmtRNA-8과 -9를 혼

합하여 annealing 과 fill-in과정을 수행하여 얻었다. 생산된 각각의 DNA 절편을 

pBluescript 벡터에 cloning 하였고, 각각의 클론으로부터 제한효소를 사용하여 

하나의 벡터에 모으는 과정을 수행하였다. pBluescript 벡터에 모아진 3개의 절

편을 최종적으로 Tth111I/AatII 제한효소로 잘라 분리한 후, 이를 pGSTam의 같

은 제한효소 자리에 삽입하여 최종적으로 pGSTam-3tRNA 를 제작하였다.  

 

pGSTam-3tRNA에 의한 GST 발현 확인 

pGSTam-3tRNA와 pkk-TyrRS를 대장균 DH10B에 형질전환한 후, 클론을 

얻어 이를 2 ml LB배지에서 16시간 배양한 후 수확하였다. 수확된 세균을 

GMML 배지로 1회 세척한 후 새로운 GMML 배지에서 24시간 배양하였다. 세

균을 수확하여 SDS-PAGE sample buffer로 파괴하여 12% polyacrylamide 젤

에서 SDS-PAGE 수행하고 Coomassie blue 염색을 수행하였다.  

 

 

결과 및 고찰  
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pGSTam-3tRNA 벡터의 설계 및 구성 

앞서 비천연 아미노산의 인입을 확인하기 위한 보고자 벡터로 GST 유전자 52 

Phe잔기의 코돈을 엠버코돈으로 치환하고 C-말단에 6개의 histidine tag를 단 

재조한 GST 단백질을 발현하는 pGSTam을 제작하였다 (9). 하지만 이 보고자 

벡터는 영양분이 많은 LB 배지에서는 엠버서프레션에 의해 GST 단백질을 잘 

발현하고 있지만 최소배지인 GMML배지에서는 엠버서프레션에 의한 GST 단백

질의 합성이 매우 낮게 나타났다. 최소배지에서 엠버서프레션에 의한 GST의 발

현 활성을 높이기 위해 pGSTam 벡터에 엠버서프레서 tRNA 유전자를 3개 삽입

하여 서프레서 tRNA의 발현을 높이고자 하였다. 이를 Fig. 1A는 pGSTam-

3tRNA 벡터지도를 나타내고 있으며, 1B는 벡터에 삽입된 3개의 서프레서 tRNA

를 코딩하고 있는 염기서열을 나타내고 있다. tRNA 발현을 위한 프로모터는 

constitutive promoter인 lpp promoter를 사용하였고, rrnC terminator를 3’-말

단에 넣어 전사를 멈추게 하였다. tRNA 유전자의 양쪽 주변에는 1차 전사체로부

터 tRNA processing 원활하게 이루어지게 하기 위해 대장균의 initiator tRNA, 

tRNAfMet
2의 flanking sequence를 삽입하였다. 또한 유전자들 사이에 제한효소 

염기서열을 두어 필요에 따라 tRNA 유전자를 가감할 수 있게 하였다.  

재료 및 방법에 언급한 바와 같이 삽입된 DNA 부위를 3개의 절편으로 나누어 

각각의 절편을 합성한 oligonucleotides를 annealing 하고 fill-in하는 방법을 사

용하여 만들었다. 이렇게 만들어진 3개의 소절편을 전기영동하여 확인한 결과 아

가로스젤에서 예상되는 위치에 이동함을 확인하였다 (Fig 1C). 각각의 소절편을 

pBluescript 벡터에 먼저 클로닝한 후, 이를 하나의 pBluescript 벡터에 다시 모

았으며, 이로부터 Tth111I와 AatII 제한효소를 사용하여 전체 DNA 절편을 

pGSTam 벡터에 클로닝하여 최종 벡터 pGSTam-3tRNA를 제작하였다. 만들어

진 플라스미드의 염기서열 분석을 하여 최종적으로 클로닝된 것을 확인하였다.  
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Fig. 1. pGSTam-3tRNA 벡터 제조. (A) pGSTam-3tRNA의 유전자 지도, (B) 3개

의 엠버서프레서 유전자 fMam tRNA를 포함하는 DNA 절편의 염기서열, (C) 클

로닝을 위한 DNA 절편을 3개의 소절편으로 나누어 제작하였으며, 각 소절편이 

포함하고 있는 부위는 panel A에 표시되어 있다. Lanes: 1= lpp promoter 부위, 

2=A소절편 PCR 산물, 3, 4= B 소절편, 5= C 소절편, 6=C 소절편의 PCR 산물  

 

 

pGSTam-3tRNA에 의한 GST 발현 확인 



단백질에 위치특이적 비천연 아미노산 인입을 위해 다중 suppressor tRNA 유전자를 갖는 보고자 벡터 제작     33 
 

 

  새롭게 제작한 pGSTam-3tRNA가 최소배지인 GMML 배지에서 엠버서프레션

에 의해 GST 단백질을 생산하는 가를 확인하기 위해 Tyrosyl-tRNA 

synthetase를 발현하는 pKK-TyrRS 벡터와 함께 대장균에 형질전환하여 IPTG 

induction 여부에 따른 GST 단백질의 생산을 관찰한 결과 IPTG induction 된 

것에서 GST 밴드를 관찰할 수 있다 (Fig. 2). 이는 pGSTam이 GMML 배지에서 

엠버서프레션에 의한 GST 합성이 매우 낮은 것에 비해 조금 향상된 결과를 보

이고 있다. 향후 이를 이용하여 보다 효과적으로 엠버서프레션에 의한 비천연 아

미노산의 인입을 확인할 수 있을 것으로 생각된다.  

 

 

Fig. 2. pGSTam-3tRNA에 의한 GST 발현 확인. 대장균 DH10B에 pGSTam-

3tRNA와 pKK-TyrRS를 함께 형질전환 한 후, GMML 배지에서 배양한 후 

SDS-PAGE 분석을 수행하였고 Coomassie blue로 염색하였다.  
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소양호에서 분리한 Mucilaginibacter sp.의 특성 연구1 

 

강희영, 김하늘, 장태용2 

 

ABSTRACT : A gram-staining-negative, aerobic, round, convex and reddish-pigmented, strain HME8677, was 

isolated from Lake Soyang in Korea. The DNA G+C content was 46.1 mol%. Phylogenetic tree based on 16S rRNA 

gene sequence showed that strain HME8677 formed a lineage within the genus Mucilaginibacter. The strain 

HME8677 was closely related to Mucilaginibacter lutimaris (94.8 % sequence similarity), Mucilaginibacter litoreus 

(94.6 %) and Mucilaginibacter soli (94.5%). The major fatty acids were summed feature 3 (comprising C16:1 ω7c 

and/or C16:1 ω6c; 36.4 %), iso-C15:0 (26.7 %) and C16:1 ω5c (6.6 %). On the basis of the evidence presented in this 

study, strain HME8677 represents a novel species of the genus Mucilaginibacter. (= KACC 17311 = CECT 8292). 

 

서 론 

 

1973년, 시멘트와 점토, 자갈을 다져 만든 소양댐이 완성되었고 국내 최대 

담수호인 소양호가 형성되었다. 소양호는 춘천, 경기, 서울지역의 생활용수 

공급과 홍수조절, 수상 교통로 등 다양하게 이용되고 있다. 소양호는 

수자원으로서 높은 중요성을 가지고 있어 생태학적, 육수학적 등 다양한 방향의 

연구가 진행되었다(Suck et al., 2001). 특히, 미생물은 수생 생태계에서 에너지 

및 탄소물질 순환 고리, 유기물질 분해자 등의 역할을 가지기 때문에 소양호를 

대상으로 미생물 연구가 이루어지고 있다. (Kim et al., 1989; Kim et al., 2012a). 

Steyn et al.(1998)에 의해 명명된 Sphingobacteriaceae과는 Bacteroidetes 

문에 속하며 9개의 속으로 구성되어 있다. 그 중에서도 Mucilaginibacter, 

Pedobacter, Sphigobacterium 속이 주를 이루고 있다. Pankratov et al.(2007)에 

의해 생성된 Mucilaginibacter 속은 최근 M. auburnensis(Kämpfer et al., 2014), 

M. defluvii(Hwang et al., 2014), M. flavus(Joung et al., 2014a), M. 

                         
1 이 논문은 2014학년도 한국외국어대학교 학술연구비 지원에 의하여 이루어진 것임. 
2 한국외국어대학교 자연과학대학 생명공학과 교수 
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polytrichastri(Chen et al., 2014), M. soyangensis(Joung et al., 2014b)가 

분류되면서 지금까지 30종의 세균이 보고되었다. Mucilaginibacter 속에 속하는 

세균은 일반적으로 rod 형태의 Gram negative이고 spore 형성과 운동성이 

나타나지 않는다. 특히, extracellular polymeric substance를 생성하는 특징을 

가진다(Chen et al., 2014). 습지 혹은 늪지, 짚더미, 퇴적토, fresh water 등에서 

분리되었다(Joung et al., 2014b). 

본 연구는 강원도 소양호에서 미생물을 분리하였으며, 국내에 보고되지 않은 

미생물인 HME8677이 확인되었다. 이 균주를 대상으로 계통발생학적, 형태적, 

생리화학적 특성에 대하여 살펴보고 분류학적 위치에 대하여 알아보고자 한다. 

 

재료 및 방법 

 

1. 시료 채취 

 강원도에 위치한 소양호로부터 채수병을 이용해 시료를 채취하였다. 채취한 

시료는 순차적 희석방법을 이용하여 R2A agar (R2A; Difco)에 도말한 후 

30℃에서 배양하여 균주를 순수 분리하였다. 

 

2. 선별된 균주의 16S rRNA 염기서열 분석 

 분리한 균주는 R2A에서 2일간 30℃로 배양한 후 자란 colony를 이용하여 16S 

rRNA 증폭을 위한 colony PCR을 수행하였다. 균주의 염기서열은 EzTaxon-e 

server (http://eztaxon-e.ezbiocloud.net; Kim et al., 2012b)에 따라 종명을 

동정하였고, GenBank (http://ncbi.nlm.nih.gov)의 database에서 염기서열을 

확인하였다. 기존에 알려진 균주들과 분리된 균주의 계통발생학적 상관관계를 

파악하기 위해 MEGA version 5 program을 통하여 정렬하였고 (Tamura et al., 

2011), neighbor-joining method (Saitou and Nei, 1987)와 maximum-

likelihood (Felsenstein, 1981), maximum-parsimony  (Fitch, 1971)를 

사용하여 계통도를 작성하였다. 
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3. 형태 및 생리화학적 특성 

 균주의 형태적 특징은 알아보기 위해 Gram staining을 수행하였다(Hucker, 

1921). 최적의 생장 환경을 알아보기 위하여 온도, pH, 염분농도의 조건을 

조절하여 균주의 생육 정도를 조사하였다. 온도는 4, 10, 15, 20, 25, 30, 37, 

42℃로 각각 달리하여 배양하였고, pH는 배지의 pH를 각각 4, 5, 6, 7, 8, 9, 

10으로 달리하여 배양하였다. 염분 농도는 0, 0.5, 1, 1.5, 2, 3, 4%로 조절하여 

균주를 배양하였다. 

 균주의 생리화학적 특징을 알아보기 위하여 API 20NE, API ZYM kit 

(bioMrieux)와 MicroPlate GN2 (BIOLOG)를 사용하였다. Catalase와 oxidase 

활성을 측정하는 실험을 진행하였다 (MacFaddin, 1980). 

 

4. Fatty acid와 polar lipid 분석 

 분리된 균주의 fatty acid와 polar lipid 분석을 위한 실험을 수행하였다. 먼저 

fatty acid는 전처리를 통해 균주의 지방산을 추출한 후 MIDI/Heulett Packard 

Microbial Identification System을 이용하여 분석하였다 (Sasser, 1990). 

Sherlock software를 이용하여 분석된 chromatogram과 data를 정성 및 정량 

분석하고, 이를 library와 대조하여 지방산을 명명하였다. Polar lipid 추출은 

Minnikin et al. (1984)에 따라 수행하였으며, two-dimensional thin-layer 

chromatography 방법을 사용하여 전개 분석하였다. 

 

결과 및 토의 

 

HME8677은 gram-negative의 rod 형태로 R2A에서 30℃로 2일간 배양한 경우 

분홍색의 colony를 형성한다. 16S rRNA 유전자의 염기서열을 분석한 결과 

Mucilaginibacter lutimaris와 94.8% 유사하고, Mucilaginibacter litoreus 와는 
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94.6%, Mucilaginibacter soli 와는 94.5% 유사한 것으로 나타났다. 계통도를 통

해서 Mucilaginibacter 속에 속하는 것을 확인할 수 있다 (Fig. 1). 균주는 

15~30℃에서 생장 가능하며 최적의 온도는 25~30℃이다. pH7~8에서 생장 가

능하고, pH7에서 최고의 생장을 한다. NaCl 0%에서만 생장이 가능함을 보였다. 

Oxidase와 catalase의 활성은 양성을 나타내었다. API 20NE에서 esculin 

hydrolysis 와 PNPG(β-galactosidase)는 활성을 나타내었고, nitrate reduction, 

indole production, glucose fermentation, arginine dihydrolase, urease, 

gelatinase의 활성은 음성을 나 타냈다. API ZYM kit에서는 alkaline 

phosphatase, esterase (C4), leucine arylamidase, valine arylamidase, acid 

phosphatase, β-galactosidase, α-glucosidase, β-glucosidase, N-acetyl-β-

glucosaminidase 의 활성은 양성으로 나타났으며, esterase lipase (C8), lipase 

(C14), cystine arylamidase, trypsin, α-chymotrypsin, naphthol-AS-BI-

phosphohydrolase, α-galactosidase, β-glucuronidase, α-mannosidase, α-

fucosidase의 활성은 음성으로 나타났다 (Table. 1). MicroPlate GN2를 이용한 

carbon 이용 여부를 확인한 결과, α-cyclodextrin, dextrin, glycogen, N-

acetyl-D-glucosamine, D-cellobiose, D-fructose, D-galactose, gentiobiose, 

α-D-glucose, α-D-lactose, lactulose, maltose, D-mannose, D-melibiose, β-

methyl-D-glucoside, sucrose, D-trehalose, turanose, pyruvic acid methyl 

ester, α-keto butyric acid, α-keto glutaric acid, α-keto valeric acid, D,L-

lactic acid, succinic acid, bromosuccinic acid, L-alanine, L-alanyl-glycine, L-

aspartic acid, L-glutamic acid, glycyl-L-glutamic acid, L-histidine, L-proline, 

L-serine, L-threonine, uridine, α-D-glucose-1-phosphate, D-glucose-6-

phosphate를 이용한다. Tween 40, tween 80, N-acetyl-D-galactosamine, 

adonitol, L-arabinose, D-arabitol, i-erythritol, L-fucose , m-inositol, D-

mannitol, D-psicose, D-raffinose, L-rhamnose, D-sorbitol, xylitol, succinic 

acid mono-methyl-ester, acetic acid, cis-aconitic acid, citric acid, formic 
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acid, D-galactonic acid lactone, D-galacturonic acid, D-gluconic acid, D-

glucosaminic acid, D-glucuronic acid, α- hydroxybutyric acid, β- 

hydroxybutyric acid, γ- hydroxybutyric acid, p-hydroxy phenlyacetic acid, 

itaconic acid, malonic acid, propionic acid, quinic acid, D-saccharic acid, 

sebacic acid, succinamic acid, glucuronamide, L-alaninamide , D-alanine, L-

asparagine, glycyl-L-aspartic acid, hydroxy-L-proline, L-leucine, L-

ornithine, L-phenylalanine, L-pyroglutamic acid, D-serine, D,L-carnitine, γ

-amino butyric acid, urocanic acid, inosine, thymidine, phenylethyl-amine, 

putrescine, 2-aminoethanol, 2,3-butanediol, glycerol, D,L,α-glycerol 

phosphate는 이용하지 못하는 것으로 나타났다. 주요 지방산은 summed feature 

3 (comprising C16:1 ω7c and/or C16:1 ω6c)과 iso-C15:0, C16:1 ω5c 이 존재하였다 

(Table 2). Polar lipid는 phosphatidylethanolamine과 3개의 unidentified 

phospholipid, 2개의 unidentified aminolipid, 1개의 unidentified 

aminophospholipid, 2개의 unidentified lipid가 존재하는 것으로 나타났다. 

따라서 소양호에서 분리한 HME8677의 16S rRNA 유전자의 염기서열을 

분석해 계통발생학적 위치를 확인하고 형태적, 생리화학적 특징을 비교한 결과 

Mucilaginibacter 속에 속하는 균주임을 확인하였다.  
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Table 1. Phenotypic characteristics differentiating strain HME8677 and related members of 

the genus Mucilaginibacter. 

 Strains: 1, HME8677; 2, Mucilaginibacter lutimaris KCTC 23461T; 3, Mucilaginibacter 

litoreus KCTC 23697T; Mucilaginibacter soli KCTC 32028T. Data of 1 to 4 were obtained 

from in this study under the same experimental conditions. +, Positive; -, negative reaction. 

 

Characteristics 1 2 3 4 

Colony color 
reddish-

orange 
light-pink light-pink pale-pink 

API 20NE     

PNPG (β-galactosidase) + + + - 

API ZYM     

Esterase (C4) + - - + 

Esterase lipase (C8) - - - + 

Naphthol-AS-BI-phosphohydrolase - - + + 

α-galactosidase - + + - 

β-galactosidase + + + - 

β-glucosidase + + + - 

BIOLOG GN2     

α-cyclodextrin + - + + 

Dextrin + + + - 

Glycogen + - + - 

N-acetyl-D-glucosamine + + + - 

D-cellobiose + + + - 

Gentiobiose + + + - 

α-D-lactose  + + + - 

Lactulose  + + + - 

D-melibiose + + + - 

β-methyl-D-glucoside + + + - 

D-raffinose - + + - 
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D-trehalose  + + + - 

Pyruvic acid methyl ester + - - - 

D-gluconic acid - + + - 

α-keto butyric acid + - + - 

α-keto glutaric acid + - - + 

α-keto valeric acid + - - - 

D,L-lactic acid + - - + 

Succinic acid + - - - 

Bromosuccinic acid  + - - - 

L-alanine  + - - - 

L-alanyl-glycine + - - - 

L-aspartic acid + - - - 

Glycyl-L-glutamic acid + - - - 

L-histidine + - - - 

L-ornithine - - - + 

L-serine + + - - 

Uridine + - - - 

α-D-glucose-1-phosphate + - + - 

D-glucose-6-phosphate + - - - 
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Table 2. Cellular fatty acid composition (%) of strain HME8677 and related members of the 

genus Mucilaginibacter.  

 Strains: 1, HME8677; 2, Mucilaginibacter lutimaris KCTC 23461T; 3, Mucilaginibacter 

litoreus KCTC 23697T; Mucilaginibacter soli KCTC 32028T. Only fatty acids amounting to 

at least 1.0 % of the total cellular fatty acids of at least one of the strains are shown. tr, 

Trace(<1.0 %); nd, not detected.  

Fatty acid 1 2 3 4 

C14:0 1.1 tr 1.1 nd 

iso-C15:0 26.7 27.8 31.4 25.7 

anteiso-C15:0  1.1 1.1 nd Nd 

C15:1 ω6c 5.3 1.8 nd tr 

iso-C16:0 1.2 1.5 nd nd 

C16:1 ω5c 6.6 5.3 2.4 5.6 

C16:0 1.6 3.6 8.5 3.6 

iso-C15:0 3OH 1.6 1.6 nd 1.9 

C15:0 2OH 2 2 nd tr 

iso-C17:0 tr tr nd 2.4 

C17:1 ω8c tr 1.1 nd 1.6 

C17:1 ω6c 1.8 tr nd nd 

C16:0 3OH 1.5 1.1 1.5 tr 

iso-C17:0 3OH 5.2 5.2 5.7 9.5 

Summed feature 3* 36.4 38.9 46.1 35.5 

Summed feature 9 1.8 2.3 3.3 10.4 

 

* Summed feature represents two or three fatty acids that cannot be separated by the 

Microbial Identification System. Summed feature 3 comprised C16:1ω7c and/or C16:1ω6c. 

Summed feature 9 comprised C16:0 10-methyl and/or C17:1ω9c.  
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Fig. 1. Neighbour-joining phylogenetic tree. Phylogenetic position of strain HME8677 

within the group genus Mucilaginibacter based on 16S rRNA gene sequences. 

Flavobacterium aquatile ATCC 11947T (M62797) was used as outgroup. Bar, 0.02 

substitutions per nucleotide position. 

 

Fig. 2. Two-dimensional TLC of total polar lipid extract obtained from strain HME8677.  

Abbreviations: PE, phosphatidylethanolamine; PL, unidentified phospholipid; L, unidentified 

lipids; AL, unidentified aminolipid; APL, unidentified aminophospholipid.



44                              강희영, 김하늘, 장태용 

 

 

참고문헌 

1. X. Y. Chen, R. Zhao, Y. Tian, B. H. Kong, X. D. Li, Z. L.  Chen, and Y. 

H. Li, Int J Syst Evol Microbiol 64, (2014) 1395-1400.  

2. J. Felsenstein, J. mol.evol. 17, (1981) 368-76.  

3. W. M. Fitch, Syst Zool 20, (1971) 406-416. 

4. G. J. Hucker, J Bacteriol 6, (1921) 395-397. 

5. Y. M. Hwang, K. S. Baik, and C. N. Seong, Int J Syst Evol Microbiol 

64, (2014) 565-571.  

6. Y. Joung, H. Kim, H. Kang, B. I. Lee, T. S. Ahn, and K. Joh, Int J Syst 

Evol Microbiol 64, (2014a) 413-419.  

7. Y. Joung, H. Kim, B. I. Lee, H. Kang, T. S. Kim, S. B. Kim, and K. Joh, 

Int J Syst Evol Microbiol 64, (2014b) 1304-1309.  

8. P. Kämpfer, H. J. Busse, J. A. McInroy, and S. P. Glaeser, Int J Syst 

Evol Microbiol 64, (2014) 1736-1742.  

9. H. Kim, Y. Joung, H. Kang, B. I. Lee, T. Y. Jang, and K. Joh, Korean 

J.Environ. Biol. 30 pt 3, (2012a) 164-172 

10. M. W. Kim, C. Kang, and S. J. Kim, Kor. J. Microbiol. 27 pt 2, (1989) 

130-138. 

11. O. S. Kim, Y. J. Cho, K. Lee, S. H. Yoon, M. Kim, H. Na, S. C. Park,  

Y. S. Jeon, J. H. Lee, H. Yi, S. Won, and J. Chun, Int J Syst Evol 

Microbiol 62, (2012b) 716-721.  

12. J. F. MacFaddin, Williams and Wilkins., Baltimore, MD. (1980) 

13. D. E. Minnikin, A. G. O’Donnell, M. Goodfellow, G. Alderson, M. 

Athalye, A. Schaal, and J. H. Parlett, J Microbiol Methods 2, (1984) 

233-241. 



소양호에서 분리한 Mucilaginibacter sp.의 특성 연구                45 

 

 

14. T. A. Pankratov, B. J. Tindall, W. Liesack, and S. N. Dedysh, Int J 

Syst Evol Microbiol 57, (2007) 2349-2354.  

15. N. Saitou, and M. Nei. Mol. Biol Evol. 4, (1987) 406-25.  

16. M. Sasser, MIDI Technical Note 101. Newark, DE: MIDI Inc. (1990) 

17. P. L. Steyn, P. Segers, M. Vancanneyt, P. Sandra, K. Kersters, and J. 

J. Joubert, nov. Int J Syst Bacteriol 48 Pt 1, (1998) 165-177.  

18. J. H. Suck, S. H. Hong, B. Kim, and T. S. Ahn, Kor. J. Microbiol. 37 pt 

1, (2001) 80-84. 

19. K. Tamura, D. Peterson, N. Peterson, G. Stecher, M. Nei, and S. 

Kumar, Mol. Biol Evol 28, (2011) 2731-2739. 

 



J. Basic Sci., HUFS, 38 (2014), pp. 47~56 

컴퓨터 시뮬레이션을 이용한 세포막 단백질의 구조 계산1 

 

최성섭, 김지선, 정지호, 김용애2 

 

요약 : 단백질의 구조 결정 방법은 크게 핵자기 공명분광법과 X-ray 결정학 그리고 컴퓨터 계산을 

이용한 세 가지 방법으로 나눠진다. 이 중 액체상 핵자기 공명분광법을 이용한 방법과 X-ray 

결정학을 이용한 방법은 수용성 단백질의 구조 결정에 널리 이용되고 있지만, 세포막 단백질의 구조 

결정에는 적합하지 않다. 세포막 단백질 구조는 고체상 핵자기 공명분광법을 활용하는 방법이 주로 

이용되고 있다. 컴퓨터 계산 방법은 수용성 단백질뿐만 아니라 세포막 단백질의 구조 계산에 적용할 

수 있는 방법으로써, 상대적으로 실험을 통해 얻어진 구조에 비해 정확도는 부족하지만 세포막 

단백질의 구조에 대해 대략적인 정보를 유추하는데 많은 도움을 주고 있다. 

이 연구에서는 다양한 분자와 단백질의 모델링이 가능한 Discovery Studio 3.1을 이용하여 다양한 

프로토콜을 통해 좀 더 정확한 세포막 단백질의 구조 계산을 수행하고, 최종적으로 고체상 핵자기 

공명분광법을 이용한 결과와 결합하여 실제와 가장 유사한 세포막 단백질의 구조를 구하고자 한다. 

 

서 론 

 

단백질의 구조는 그 기능과 밀접한 연관을 가지며, 따라서 구조에 대한 연구는 

단백질의 기능에 대한 원천적인 이해를 위해 필수적이다. 단백질의 구조를 

결정하는 방법은 크게 세 가지로써 핵자기 공명분광법(NMR)을 이용한 방법, X-

ray 결정학을 이용한 방법과 컴퓨터 계산을 이용한 방법으로 나눠진다. 과거 

수용성 단백질의 구조 결정은 분자량의 제한과 같은 한계를 가졌었으나, 현대에 

들어 액체상 핵자기 공명분광법과 X-ray 결정학과 같은 고분해능 실험 기법들이 

발달함에 따라 그 구조의 결정이 용이해졌다. 하지만 세포막 내에서 가장 중요한 

역할을 수행하는 것으로 알려진 세포막 단백질은, 단백질이 놓여져 있는 특수한 

환경과 그 특유의 소수성 때문에 구조 연구에 있어 세포막 환경의 재현이 

요구되며 결정화의 조건 확립이 어렵다는 제한들로 인해 위에 두 가지 방법을 

                         
1 이 논문은 2014학년도 한국외국어대학교 학술연구비 지원에 의하여 이루어진 것임. 
2 한국외국어대학교 자연과학대학 화학과 교수 
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적용하기 힘들다. 현재 세포막 단백질의 구조 결정은 지방질 이분자층과 같은 

유사 세포막 하에서 고체상 핵자기 공명분광법을 이용한 방법이 주류를 이루고 

있으며, 그 외에도 세포막 환경 하에서의 시뮬레이션을 통한 컴퓨터 계산을 

이용해 세포막 단백질의 구조 계산과 예측을 수행하는 방법이 있다. 

인간의 아밀로이드 Precursor Protein(hAPP)는 인간의 아밀로이드 베타 (human 

amyloid beta, hAß) 펩타이드의 선구체이고, hAß 는 알츠하이머병(Alzheimer 

disease)의 병리학적인 표지인 플라그의 주성분으로 알려져 있다. 하지만 hAß 

플라그는 신경 세포의 외부 침전물로써 그 독성에 대한 구조적인 기반은 알려져 

있지 않다.[1] 최근에 아밀로이드 단백질의 세포 독성에 대해서, 섬유소(fibril) 

형성 이전의 아밀로이드 단백질이 마치 세포막 단백질처럼 세포막에 칼슘 

채널을 형성하여 세포의 항상성을 파괴시켜 세포 독성을 갖는다는 가설이 

제시되었다. 이때 hAPP 의 아미노산 서열 692-723 번 영역은 이 칼슘 채널의 

transmembrane 영역(hAß-TM)을 형성하는 것으로 보고됐다.[2,3] 이 연구에서는 

컴퓨터 계산을 통해 hAß-TM 의 3 차원 구조를 구하고, 세포막을 적용하여 세포막 

하의 구조와 배향에 대한 계산을 진행했다. 최종적으로 계산을 통해 구해진 

구조는 고체상 핵자기 공명분광법을 이용해 얻어진 hAß-TM 의 세포막 배향 

결과를 반영하여 보정됐다.[4] 

 

실 험 및 결 과 

 

hAß-TM 구조의 컴퓨터 계산은 Discovery Studio 3.1 프로그램을 사용해서 

진행됐다. Discovery Studio는 작은 분자부터 거대한 단백질의 구조 계산 및 분자 

간의 모델링을 다양한 프로토콜에 따라 계산 및 시뮬레이션을 수행할 수 있다. 

hAß-TM의 초기 구조는 Bulid and Edit Protein 프로토콜을 이용해 right-hand α-

helix로 단백질을 구성했다. 구성된 단백질은 이상적인 α-helix 구조를 갖는다. 

하지만 이 구조는 실제 hAß-TM의 구조를 적절히 반영한다고 생각하기 힘들다. 

좀 더 실제와 유사한 구조를 얻기 위해 Energy minimization 프로토콜을 이용해 
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최소 에너지를 나타내는 구조를 얻었다. 에너지 최소화 과정에는 세포막 단백질 

특유의 특성을 고려하기 위해 implicit 용매 모델로 GBIM(Generalized Born with 

Implicit Membrane) 모델을 사용했다.  

GBIM 모델은 개별 원자들의 self-energy 기여의 효과(effective Born radii)와 

단백질과 용매의 dielectric constant를 이용하여 단백질의 용매화 효과 및 

세포막의 영향을 적용하여 단백질의 구조를 계산하는 방법이다.[5] 이 방법에는 

세포막 단백질과 용매에 대한 dielectric constant가 필요했다. 초기 계산에는 

용매의 dielectric constant는 80을(물 : 80) 사용했고, 단백질에 대해서는 4와 

8.0(세포막 단백질: 4-20)을 이용했다.[6-8] 에너지 최소화 프로토콜의 알고리즘은 

Adopted Basis Newton-Raphson, Steepest Descent, Conjugate Gradient, Powell와 Smart 

minimizer를 사용했으며, 이 중 Smart minimizer가 가장 좋은 효율을 보였다. 

Smart minimizer는 일반적으로 단백질 구축 프로토콜에 의해 만들어진 구조 같이 

초기와 최종 구조의 차이가 큰 구조에 대해 유용한 알고리즘이다. 구조에 

적용된 force field는 CHARMm(Chemistry at HARvard Macromolecular Mechanics), 

CHARMm Polar H, charmm19, charmm22, charm27, cff(Consistent Force Field)와 

MMFF(Merck Molecular Force Field)를 적용했으며, 이 중에 가장 에너지 최소화 

효율이 높았던 CHARMm을 선택했다.[9-15] 실제 최소화된 에너지는 cff force 

field가 가장 좋은 효율을 보였다. 하지만, 이 force field는 작은 유기 물질에 

적절한 계산 방법으로써 이에 의해 만들어진 구조는 세포막에 적용되기 

적절하지 않은 구조로 실제 세포막 적용 시 계산이 수행되지 않았다.(표1) 이 

프로토콜에서 에너지 변화 단계는 10000 단계로 그리고 RMS(root mean square) 

기울기는 smart minimize 알고리즘에 적절한 3의 값을 사용하여 에너지 변화가 

0.01 이하가 될 때까지 에너지 최소화를 진행했다. 이 방법을 통해 얻어진 hAß-

TM의 구조는 -2620.998 kcal/mol의 에너지로 최소화된 구조를 가졌다.(그림 1a) 
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표 1. hAß-TM의 force field에 따른 최소화된 초기 에너지와 세포막 적용 여부 

 

 

 

 

그림 1. 계산된 hAß-TM의 구조 (a) 용액 상에서 계산된 hAß-TM 구조 (b) hAß-

TM의 표면 전하 분포 

 

단백질의 표면 전하 분포를 계산하기 위해 Electrostatic Potential 프로토콜이 

사용됐다. 이 프로토콜에 사용된 용매와 용질의 dielectric constant는 에너지 

최소화 프로토콜과 마찬가지로 80과 8을 사용했고, 용매의 이온 세기는 인간 
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혈액에 해당하는 값인 0.147을 사용했다. 전하 표면의 경계 계산은 원자들이 

갖는 모든 전하를 총합으로 표면을 계산하는 Debye-huckel 방법을 사용하여 

계산했다. (그림 1b) 

 

 

 

그림 2. hAß-TM의 dielectric constant의 최적화 과정. (a) 세포막과 단백질의 

dielectric constant가 20인 구조 (b) 세포막과 단백질의 dielectric constant가 8인 구조. 

(세포막의 두께 : 30 Ǻ, 단백질의 중심 이동 : from -15 to 15 Ǻ) 

 

세포막 하에서 hAß-TM 구조 계산은 Add Membrane and Orient Molecule 

프로토콜을 이용해 진행됐다. 용매 모델은 위에 방법들과 마찬가지로 GBIM 

방법을 사용했고, 용매의 dielectric constant는 80을 사용했다. 세포막 내부와 

단백질의 dielectric constant는 단백질의 중심 위치를 결정하는데 중요한 

요소이므로, 이 과정에서는 그림 2와 같이 세포막 내부와 세포막 단백질의 
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dielectric constant는 4-20의 값을 이용해서 세포막 추가 프로토콜을 진행했고, 

결과들 중 이미 논문을 통해 발표된 hAß-TM의 막관통 영역의 아미노산 순서와 

일치하는 결과를 보인 8의 값으로 결정했다.[7] (세포막 내부와 단백질의 dielectric 

constant는 하나의 파라메터로 설정된다.) 이 방법을 통해 결정된 단백질과 

용매의 dielectric constant는 다시 한번 에너지 최소화 과정에 적용되었고, 이 후의 

모든 구조 계산 과정에는 hAß-TM에 대해 8의 값을 사용했다. 하지만 그림 3에 

b의 결과는 이전에 발표된 문헌과 다르게 hAß-TM의 세포 외부와 내부 영역이 

뒤집힌 것으로 구조가 계산됐고, 추가의 최적화 과정을 요구했다. 

세포막의 두께는 세포막 단백질의 배향에 큰 영향을 미치는 요인으로 다양한 

값으로 적용됐다. 그림 3는 세포막의 두께의 최적화 과정으로써 이 중 hAß-TM이 

좀 더 채널이 이루기 쉬운 tilt angle을 갖는 세포막 두께로 선택됐다. 세포막의 

두께는 30-40 Ǻ으로 1 Ǻ 증가시키며 계산하였고, 바이셀의 지방산의 길이로 

계산된 두께인 35 Ǻ에서 가장 채널을 이루기에 적절한 tilt angle을 보이는 것을 

확인했다. Tilt angle은 세포막의 지방산 사슬의 방향축과 세포막 단백질의 

중심축이 이루는 각도를 의미하며, 막을 관통하는 단백질의 경우 0˚에 가까운 

값을 갖는다. 세포막 내에서의 단백질의 중심 위치의 결정(파라메터 : shift와 step 

size)은 세포막의 지방산 사슬 방향축(bilayer normal)의 전 영역에 걸쳐 계산됐고, 

35 Ǻ 두께의 세포막에 대한 단백질의 중심 위치는 세포막의 내부 영역의 중심을 

기준으로 지방산 사슬축 방향을 따라 아래쪽으로 -17.5 Ǻ 에서 위쪽의 17.5 Ǻ까지 

1 Ǻ씩 변화시키며 단백질 중심의 위치를 결정했다. 단백질의 tilt angle은 0˚에서 

90˚까지 1˚씩 변화시켰고, 단백질의 중심축의 회전각(rotation angle)은 0˚에서 

180˚까지 1˚씩 변화시켜가며 시뮬레이션을 진행했다. 최종적으로 위의 과정을 

통해 이뤄진 hAß-TM 구조의 컴퓨터 계산 결과 중에서 채널을 형성하기에 가장 

적절한 구조를 선택했고, 이 구조는 28˚의 tilt angle을 가지며 단백질 중심축의 

회전각은 -2˚(=178˚)를 그리고 세포막에서의 단백질 중심의 위치는 세포막 소수성 

영역의 중심으로부터 위쪽으로 7.5 Ǻ에 위치된 것으로 계산됐다. (그림 3에 b) 
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그림 3. 세포막 적용 후 hAß-TM의 구조 계산 (a) 세포막의 두께가 30 Ǻ이 적용된 

단백질의 구조(계산된 tilt angle = 48˚) (b) 세포막 두께가 35 Ǻ에  +30 Ǻ에서 -30 

Ǻ으로 적용한 단백질의 구조 (c) 세포막의 두께가 35Ǻ, 단백질의 중심 이동을 

+17.5 Ǻ에서 -17.5 Ǻ으로 적용시킨 단백질의 구조 (계산된 tilt angle = 28˚, rotation 

angle = -2˚, shift = + 7.5 Ǻ) 

 

컴퓨터 계산을 통해 구해진 구조는 실제 세포막 단백질의 배향과 차이를 보일 

수 있기 때문에 이 결과는 바이셀 상에서 hAß-TM을 배향시킨 후 고체상 

핵자기공명법을 이용해 얻어진 PISA wheel 패턴을 결과를 기반으로 보정했다. 

실제 바이셀 상에서 hAß-TM은 세포막 상에서 18±1˚를 갖는 것으로 확인됐고 

이를 통해 그림 4과 같은 최종적인 hAß-TM의 구조를 결정했다.[4] (rotation 

angle과 shift는 컴퓨터 계산 결과와 동일함) 결과된 이 tilt angle은 hAß-TM이 막을 

관통하는 형태를 갖고 이는 이들이 채널을 형성할 수 있다는 것을 보여준다. 
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그림 4. 세포막 상에서의 hAß-TM의 최종 구조. 두 개의 회색 선 사이는 

지방질의 소수성 영역을 나타낸다. (tilt angle = 18˚) 

 

이미 알려진 것과 같이 hAPP의 Gly700은 세포 바깥 영역에서 transmembrane의 

시작 부분으로 알려져 있고, 이는 컴퓨터 계산과 실험을 통해 결과된 구조의 

적합성을 판별하는데 사용될 수 있다. 그림 3에서 나타난 것과 같이 hAPP의 

Gly700의 위치는 세포막의 소수성 부분 위쪽으로 나와 있는 것을 볼 수 있다. 

이것은 세포막을 구성하는 지방질의 친수성 머리 부분이 약 3 Ǻ 정도의 두께를 

갖는 것을 고려했을 때, 결과된 hAß-TM의 구조가 문헌에서 나타난 

transmemembrane 영역과 잘 일치하는 것을 확인할 수 있었다. 최종적으로 결론된 

hAß-TM의 구조가 실제 구조에 부합됨을 확인할 수 있었다.  
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On the symmetry of annular minimal surfaces with con-
stant contact angles

Sung-Ho Park

ABSTRACT : We show that a compact immersed annular minimal surface in R3

meeting two parallel planes in constant contact angles is rotational.

Catenoid is the first example of minimal surface in R3, except for the trivial
example plane, discovered by Euler. Euler obtained it by rotation the catenary
x = cosh y around the y-axis. In fact, catenoid is the only nonplanar minimal
surface of rotation in R3. Therefore the contact angle between catenoid and a plane
perpendicular to the axis of rotation is constant. Conversely, if a compact embedded
minimal surface in R3 meets two parallel planes in constant contact angles, then the
surface is part of a catenoid. One can easily prove this fact by using the Alexandrov’s
moving plane argument [4], [9] to planes perpendicular to the parallel planes. In
the immersed surface case, Pyo showed that a compact immersed minimal annulus
meeting two parallel planes in constant contact angles is part of a catenoid [8]:

Theorem 0.1. A compact immersed minimal surface in R3 meeting two parallel

planes in constant contact angles is part of a catenoid.

However, similar result is not true constant mean curvature surface case. In fact,
Wente constructed examples of immersed constant mean curvature annuli in a slab
or in a ball meeting the boundary planes or the boundary sphere perpendicularly
[10].

In this paper, we prove Pyo’s result in two different ways using the Enneper-
Weierstrass representation formula (EWRF) for minimal surfaces in R3. Shiffman
showed that an annular minimal surface with convex boundaries on parallel planes
has convex level curves. Our first proof uses Shiffman’s argument and results. Our
second proof uses complex analysis and the Alexandrov’s reflection argument.

1. This work was supported by Hankuk University of Foreign Studies Research Fund of
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2. Professor of Major in Mathematics, Graduate School of Education, Hankuk University
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Bryant surface in the hyperbolic space H3 is a surface of cmc 1. Bryant rep-
resentation formula (BRF) is similar to the EWRF for minimal surfaces in R3 [2].
The author used BRF to show that a annular Bryant surface in H3 meeting two
parallel horospheres in constant contact angle is rotational [7].

1 Enneper-Weierstrass representation formula

A surface X : M → R3 is minimal if the mean curvature H of M is 0. For the
intrinsic Laplacian ∆M of M and a unit normal N of M , we have ∆MX = 2HN .
Therefore, the coordinate functions of a minimal surface in R3 are harmonic. Let
σ : S2 → C be the stereographic projection. We define g = σ ◦N , where N is the
Gauss map of M .

Now let X : M → R3 be minimal. For each local isothermal coordinate z =
x+ iy on M , g is meromorphic. We define a holomorphic function

φ =
∂X

∂x
− i∂X

∂y
= 2

∂X

∂z
.

Then φd z gives a globally defined vector valued holomorphic 1-form

ω = (ω1, ω2, ω3) = (φ1, φ2, φ3)d z = φd z.

From this we have the following [3]

Theorem 1.1 (Enneper-Weierstrass representation formula (EWRF)). Suppose Σ

is a minimal surface in R3, M its Riemann surface. Then Σ may be represented

(up to a translation) by the conformal immersion

X(p) = Re

∫ p

p0

(
1

2
(1− g2)η,

i

2
(1 + g2)η, gη

)
.

where η = ω1 − iω3.

Then g satisfies

g =
ω3

ω1 − iω2
.

Let η = f(z)dz, then (f, g) is called the Weierstrass data for Σ. Then X is conformal
and the first fundamental form is given by

g12 = 0

g11 = g22 =
1

4
|f |2

(
1 + |g|2

)2
.

The Gaussian curvature K is given by

K = −
[

4|g′|
|f | (1 + |g|2)

]2
.
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Figure 1: Catenoid

Let hij be the coefficients of the second fundamental form of X. The Hopf differ-
ential is a quadratic differential is defined by

Φ dz2 = (h11 − h22 − 2ih12) dz2.

Hopf differential is globally holomorphic on a constant mean curvature surface [4].
On a minimal surface with Weierstrass data (f, g), we have

Φ = 2(h11 − ih12) = −2fg′.

Catenoid. Let M = C \ {0}, g(w) = w, η = dw
w2 . The Enneper-Weierstrass

representation of the catenoid is given by the three 1-forms:

w1 =
1

2

1

w2
(1− w2)dw, w2 =

i

2

1

w2
(1 + w2)dw, w3 =

1

w
dw.

Note that catenoid is foliated by circles.
Another example of circle-foliated nonplanar minimal surface is the Riemann’s

minimal surface.
Riemann’s minimal surface. Riemann’s minimal surface is foliated by circles
and lines. It is conformally diffeomorphic to C \ {. . . ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . .}. (cf.
Figure 2.) Soap films are physical models of minimal surfaces. A soap film spanning
a wire frame of two coaxial circles is the catenoid. Riemann’s minimal surfaces is
obtained from the catenoid by slightly moving the top circle horizontally.

2 Proofs of Theorem 1

Now we consider minimal annulus A given by X : AR → S, where S is a slab
bounded by P1 = {(x1, x2, x3) ∈ R3 : x3 = 1} and P−1 = {(x1, x2, x3) ∈ R3 : x3 =
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Figure 2: Riemann’s minimal surface

−1} and AR = {z = x + iy : 1/R ≤ |z| ≤ R}. Since the third coordinate function
X3 is harmonic, it satisfies{

∆X3 = 0 in int(AR)
X3|{|z|=1/R} = −1, X3|{|z|=R} = 1.

Therefore X3 = (1/ logR) log |z| and

ω3 = 2
∂

∂z
X3dz =

1

logR

1

z
dz,

and f(z) = 1
logR

1
zg(z) . Then the immersion is given by

X(p) =
1

logR
Re

∫ p

1

(
1

2z

(
1

g
− g
)
,
i

2z

(
1

g
+ g

)
,

1

z

)
dz + C,(2.1)

where C = (a, b, 0) ∈ R3.

We note that N stays away from the north pole (0, 0, 1). Otherwise, there is a
point p ∈ A withN(p) = (0, 0, 1), and TpA is horizontal. Since A is minimal, A∩TpA
consists of more than two curves , which is equiangular at p. Since (A∩TpA)∩∂A =
∅, the preimage of A ∩ TpA in AR bounds a simply-connected region. This implies
that a simple planar curve of A∩TpA bounds a compact simply connected minimal
surface, which is impossible. Therefore At = A ∩ Pt, −1 ≤ t ≤ 1, is smooth and
simple. Since N stays away from (0, 0, 1), |g| is bounded and does not attain 0.
At any point of At, let ψ be the angle between the tangent vector of At and the
positive x-axis. Letting n be the normal vector of At on Pt, it is straightforward
tho see that n = g

|g| ∈ C ∼= R2. Since ψ = arg g + π/2 = Im(log g) + π/2, ψ is

harmonic.

Let s be the arc length parameter of At. Since X3 = (1/ logR) log |z|,
X−1(At) = {z : |z| = r = Rt}. Writing z = reiθ, we have

dz

dθ
= ireiθ, and ds = Λ|dz| = Λrdθ,
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where Λ is the conformal factor of A satisfying

Λ2 =
1

4(logR)2|z|2

(
1

|g|
+ |g|

)2

.(2.2)

We sue these to compute the curvature κ of At as follows:

κ = ψs =
d

ds
(Im(log g)) = Im

(
d

dz
log g

dz

ds

)
(2.3)

= Im

(
g′

g

dz

dθ

dθ

ds

)
= Im

(
g′

g
izr−1Λ−1

)
= r−1Λ−1Re

(
z
g′

g

)
.(2.4)

Now suppose that A meets P1 and P−1 in constant contact angles.

Lemma 2.1. Let A be a minimal annulus in a slab S meeting the parallel planes

of ∂S in constant contact angles. There is a global isothermal coordinate z = x+ iy

on A with the coefficient function Ψ of the Hopf differential is a real constant.

Proof. Let A be parametrized by (2.1). We define Y by Y = X ◦ exp on the strip

B = {(x, y) ∈ R2 : − logR ≤ x ≤ logR}. Then Y is periodic with period 2π. Let

z = x+ iy and λ2 := |Yx|2 = |Yy|2 with λ > 0.

Let ∂A = γ1∪γ2. The theorem of Joachimstahl says that γ1 and γ2 are curvature

lines of A. Hence h12 ≡ 0 on ∂B, that is, x = − logR and x = logR. Since h12

is harmonic and periodic on B, we have h12 ≡ 0 on B. Since Φ is holomorphic, it

follows that z is a conformal curvature coordinate and h11 − h22 is a real constant

[6].

Now we give two proofs of Theorem 0.1.

First Proof of Theorem 0.1. Let A be a minimal annulus A given by Y : B → S,
and the contact angle between A and the boundary planes of S are constant. Let
z = x + iy be the global isothermal coordinate on A given by Lemma 1. Since A
makes constant contact angle with horizontal planes, the image of γi, i = 1, 2, under
N in S2 is a horizontal circle and, in turn, |g| is constant on each γi, i = 1, 2. Since
|g| does not vanish and is bounded, the meromorphicity of g implies that log |g| is
a bounded harmonic function on B. Therefore

log |g| = a log r + b,

where a, b are real constants. It follows that

g = c zn,
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where c is a constant and n ∈ Z. Since

X3 = Re

∫ p

p0

f(z)g(z)dz

is harmonic and constant along each γi, i = 1, 2, we have f g = c2/z. Hence
f = c3/z

n+1. We note that |f | and |g| depends only on r = |z|. From (2.2) and
(2.3), it follows that κ is constant along |z| = r. Riemann showed that the nonplanar
cyclic minimal surface in R3 is either a catenoid or a Riemann’s minimal surface.
While catenoid is a surface of rotation, Riemann’s minimal surface is foliated by
circles in parallel (horizontal) planes with center lying on a plane. The contact
angle between catenoid and the horizontal plane is constant. On the contrary, the
contact angle between the Riemann’s minimal surface and the horizontal planes is
not constant. This completes the proof. 2

Second proof is analytic and make use of holomorphicity of the Hopf differential
on cmc surfaces.

Second Proof of Theorem 0.1. Let A be a minimal annulus A given by the Enneper-
Weierstrass representation formula (2.1) on B, and the contact angle between A and
the boundary planes of S are constant. Let z = x+ iy be the isothermal coordinate
on A given by Lemma 1. From the holomorphicity of the Hopf differential, it follows
that fg′ is holomorphic on AR. Since the contact angle is constant, Joachimsthal’s
theorem implies that the boundary curves are lines of curvature, and h12 = 0 along
∂S. Hence fg′ is a real constant on B.

Note that X3 is a linear function of x on B. Therefore f · g is also a real
constant. This implies that g = α exp(pz) and f = β exp(−pz) (α, β, p are real
constant). Since g is the stereographic projection of the Gauss map N of A, we
have g ◦ log = cz, where c is a constant. Hence g ◦ log is a conformal diffeomorphism
from Ar to an annulus in C, and A is embedded. One may apply the Alexandrov
reflection argument to conclude that A is rotational.
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The Quasi-Uniformizable Topological Spaces by the

System of Quasi-Metrices

Seungwook Kim ∗†‡§

Abstract

The quasi-uniform space is a uniform space without the symmnetry
property. The quasi-uniformizable spaces can be generated by the
system of quasi-metrices whereas uniform spaces is generated by a
system of metric systems.

1 Introduction

It is well known that a topological space is uniformizable if and only if
it is T3a space ([1]). The pseudo-metric is a crucial method to find out the
property of toplogical space generated by a uniform space, because a uniform
structure can be defined by a system of pseudo-metrices ([1],[2]). On the
other hand, it turns out that the symmetry property of a uniform structure
is not a necessary condition to generate a topology, hence in this paper
we introduce a more generalized space than the uniform space, namely, the
quasi-uniform space which does not satisfy the symmetric property of the
uniform spaces. The quasi-uniform space generates a topology in the exactly
same way as the unifom space does. Hence it is natural to guess that the
ideas about the uniformization of a topological space can be transformed
without special difficulties into the survey of a quasi-uniformizable space.

It is to note that every topological space is generated by a quasi-uniform
strcture ([3]).
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‡Mathematics subject clssification 54C08
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Throughout this paper X is always a set. For subsets A,B ⊆ X×X, we
define A−1 := {(x, y) |x, y ∈ X, (y, x) ∈ A}, BA := {(x, y) |x, y ∈ X, there
exists z ∈ X such that (x, z) ∈ A, (z, y) ∈ B}) and ∆X := {(x, x) |x ∈ X}.

If A = A−1, then A is said to be symmeteric.

2 The Quasi-Fundamental System of a Quasi-Uniform
Space

Remark 2.1. If A ⊆ X ×X is symmetric, then An also for each n ∈ N.

Proof. Induction’s begining: n = 1. By A = A−1, it is obvious.

n 7→ n + 1. Assume An = (An)−1 and let (x, y) ∈ An+1 = AnA. Then
There exists z ∈ X such that (x, z) ∈ A, (z, y) ∈ An. By symmeteric
property of A and induction’s assumption, (x, z) ∈ A−1,(z, y) ∈ (An)−1.
Hence (x, y) ∈ (An)−1A−1 = (An+1)−1.

Definition 2.2. (a)The quasi-uniform structure Q on a set X is a subset
of powerset of X ×X with the following properties.

(QU1) If A ⊆ X ×X and Q ⊆ A for Q ∈ Q, then A ∈ Q.

(QU2) If Q1, Q2 ∈ Q, Q1 ∩Q2 ∈ Q
(QU3) For every Q ∈ Q, Q ⊇ ∆X

(QU4) There exists V ∈ Q such that V 2 ⊆ Q for each Q ∈ Q.

(b) If a quasi-uniform structure Q is defined on X, the pair (X,Q)
is called a quasi-uniform space and every element of Q is called a quasi-
neighbor of quasi-uniform structure Q or quasi-uniform space (X,Q).

In fact the quasi-uniform structure is a uniform structure without sym-
metric property (U ∈ Q −→ U−1 ∈ Q). Hence every uniform structure is
a quasi-uniform structure, but the inverse does not hold as the following
example shows. If X = {1, 2} and Q = {X ×X, {(1, 2)} ∪∆X}, then Q is a
quasi-uniform structure but it is not a uniform structure.

Definition 2.3. Let Q be a quasi-uniform structure on X. If B ⊆ Q and
to each Q ∈ Q there exists B ∈ B such that B ⊆ Q, B is said to be a
quasi-fundamental system of Q.

Theorem 2.1. Let B be a quasi-fundamental system of a quasi-uniform
structure Q on X, then Bn := {Bn|B ∈ B} is also quasi-fundamental system
of Q for each n ∈ N.
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Proof. Let n ∈ N and Q ∈ Q. It is to show that there exists Bn ∈
Bn such that Bn ⊆ Q. Let k ∈ N such that 2k > n. Then by (QU4) there
exists V ∈ Q such that V 2 ⊆ Q. Since B is a quasi-fundamental system of
Q, there exists B1 ∈ B such that B1 ⊆ V .Then B2

1 ⊆ V 2 ⊆ Q. In this way
we obtaine Bi ∈ B, i = 1, · · · , k − 1 such that

B2
1 ⊆ Q,B2

i+1 ⊆ Bi, (i = 1, · · · , k − 1).

Hence B2k

k ⊆ Q. Since

Bm
k = BkB

m−1
k ⊆ B2

kB
m−1
k = Bm+1

k for each m ∈ N,

Bn
k ⊆ B2k

k ⊆ Q.

Definition 2.4. Let B be a set of subsets of X × X with the following
conditions

(QUB1) If B1, B2 ∈ B, then there exists B ∈ B such that B ⊆ B1 ∩B2.
(QUB2) ∆X ⊆ B for each B ∈ B.
(QUB3) There exists V ∈ B such that V 2 ⊆ B for each B ∈ B.
Then

QB := {U |U ⊆ X ×X, there exists B ∈ B such that B ⊆ U.}

is a quasi-uniform structure on X having B as a quasi-fundamental system
and called a quasi-uniform structure generated by B.

Example 1. Let n ∈ N, P = (Pi)i∈{1,··· ,n} be a finite partition on X, and
put

VP = {(x, y) |x, y ∈ X, there is i ∈ {1, · · · , n} such that x, y ∈ Pi.}.

Then B := {VP |P is a finite partition on X} is satisfying (QUB1,2,3)
of the definition above and called a quasi-fundamental system of finite par-
tition on X.

Proof. (QUB1) Let P,R be finite partitions on X. Then there exists n,m ∈
N such that P = (Pi)i=1,··· ,n, R = (Qj)j=1,··· ,m. Define

S := {Pi ∩Rj | Pi ∈ P, Rj ∈ R, i = 1, · · · , n, j = 1, · · · ,m}.

It is obvious that S is a partition on X.
Now let (x, y) ∈ VS . It is to show that (x, y) ∈ VP , VR iff there exists

i ∈ {1, · · · , n}, j ∈ {1, · · · ,m} such that (x, y) ∈ Pi × Pi, (x, y) ∈ Rj ×Rj .
Then there exist i ∈ {1, · · · , n}, j ∈ {1, · · · ,m} such that (x, y) ∈ (Pi∩Rj)×
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(Pi ∩Rj). Hence x ∈ Pi ∩Rj , y ∈ Pi ∩Rj, so that (x, y) ∈ Pi × Pi, (x, y) ∈
Rj ×Rj . Therefore (x, y) ∈ VP ∩ VR.

(QUB2) For all x ∈ X there exists i ∈ {1, · · · , n} such that (x, x) ∈
Pi × Pi. Thus ∆X ⊆ VP

(QUB3) We show that VP
2 ⊆ VP for every finite partition P = (Pi)i=1,··· ,n

onX. Let (x, y) ∈ VP2. Then there exists z ∈ X such that (x, z), (z, y) ∈ VP .
Hence there exists i ≤ n such that (x, z), (z, y) ∈ Pi×Pi so that x, y, z ∈ Pi.
Then we have (x, y) ∈ Pi × Pi, therefore (x, y) ∈ VP

Example 2. Let X be a set, (Y,QY ) be a quasi-uniform space, and F (X,Y )
be a set of all functions X into Y. For V ∈ QY , we put

W (X,V ) := {(f, g) | f, g ∈ F (X,Y ), (f(x), g(x)) ∈ V ∀x ∈ X},

then {W (X,V ) |V ∈ QY } is satisfying (QUB1,2,3)

Proof. (QUB1) Let U, V ∈ QY . It is to show that there exists Q ∈ QY

such that W (X,Q) ⊆ W (X,U) ∩W (X,V ). Since QY is a quasi-uniform
structure on Y , U ∩ V ∈ QY by (QU2). Put Q = U ∩ V . We have to show
that

(f, g) ∈W (X,U) ∩W (X,V ) for all (f, g) ∈W (X,Q).

Let (f, g) ∈ W (X,Q). Then (f(x), g(x)) ∈ Q for all x ∈ X. By Q ⊆
U∩V , (f(x), g(x)) ∈ U∩V for all x ∈ X. Hence (f, g) ∈W (X,U)∩W (X,V ).

(QUB2) Let V ∈ QY . We show that ∆X ⊆W (X,V ). Let f ∈ F (X,Y ).
By (QU3), (f(x), f(x)) ∈ V for all x ∈ X, hence (f, f) ∈W (X,V ).

(QUB3) Let V ∈ QY . We show that there exists Q ∈ QY such that
W (X,Q)2 ⊆ W (X,V ). Let V ∈ QY . By (QU4) there exists Q ∈ QY such
that Q2 ⊆ V . Let (f, g) ∈ W (X,Q)2. Then there exists h ∈ F (X,Y ) such
that

(f, h) ∈W (X,Q), (h, g) ∈W (X,Q)

which implies

(f(x), h(x)) ∈ Q, (h(x), g(x)) ∈ Q for all x ∈ X.

Hence (f(x), g(x)) ∈ Q2 for all x ∈ X so that (f(x), g(x)) ∈ Q2 ⊆ V for
all x ∈ X. Therefore (f, g) ∈W (X,V ).
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3 The Relationships between the Quasi-Metrices
and the Quasi-Uniform Structures

Definition 3.1. A function d : X×X → R≥0 := {r | r ∈ R, r ≥ 0} is called
a quasi-metric on X if it satisfies the following conditions:

(QM1) d(x, y) = 0 if and only if x = y for all x, y ∈ X
(QM2) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) for all x, y, z ∈ X

It is obvious that a metric is a quasi metric whereas the inverse does not
hold as the following counterexample shows.

d : R× R→ R≥0, (x, y) 7→
{
y − x if x ≤ y
0 otherwise

Next we inroduce a theorem showing that a qausi-metric is generating a
quasi-uniform space without proof.

Theorem 3.1. Let d be a quasi-metric on X. Let Ud
ε := {(x, y) |x, y ∈

X, d(x, y) < ε} for ε > 0. Then Bd := {Uε | ε > 0} is satisfying (QUB1,2,3)

Definition 3.2. The quasi-uniform structure QBd is called a quasi-uniform
structure generated by a quasi-metric d.

Definition 3.3. Let (X,Q) be a quasi-uniform structure. If there is a a
quasi-metric space (X, d) such that Q = QBd, then (X,Q) is called a quasi-
metrizable quasi-uniform space.

In following we introduce the well known theorems without proofs about
the topological space defined by the neighborhood systems.

Theorem 3.2. A set {U(x) |x ∈ X} of all neighborhood systems on a topo-
logical space (X, τ) satisfies the following properties.

(a) U ∈ U(x) and U ⊆ U ′ ⊆ X −→ U ′ ∈ U(x).
(b) U1, U2 ∈ U(x) −→ U1 ∩ U2 ∈ U(x).
(c) U ∈ U(x) −→ x ∈ U .
(d) For all U ∈ U(x) there is V ∈ U(x) such that U ∈ U(y) for all y ∈ V .

Theorem 3.3. The topology on X of which every point x ∈ X has a
neighborhood system U(x) satisfing (a),(b),(c), and (d) of theorem above
is uniquely determined.

Theorem 3.4. Let Q be a quasi-uniform structure defined on X. For
V ∈ Q, x ∈ X, put V (x) := {y | y ∈ X, (x, y) ∈ V }. Then a system
(U(x))x∈X := ({V (x) |V ∈ Q})x∈X satisfies the properties of theorem 3.2
and defines a topology τ on X by theorem 3.3.
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Proof. (a)-(c) of theorem 3.2 hold by (QU1)-(QU3) of definition 2.2. It
remaines to show (d). Let V (x) ∈ U(x) (V ∈ Q). Choose W ∈ Q such
that W 2 ⊆ V , and let y ∈ W (x). Let z ∈ W (y). Then (y, z) ∈ W . By
(x, y) ∈W, (x, z) ∈W 2 ⊆ V holds. Hence z ∈ V (x) i.e. W (y) ⊆ V (x).

Definition 3.4. τQ is said to be a topology generated by a quasi uniform
structure Q.

Example 3. If X is infinite, then the quasi-uniform structure Q of example
1 has the following properties.
(a) Q is not a discrete quasi-uniform structure.
(b) The topology generated by Q is discrete.

Proof. (a) If Q is discrete, there exists a finite partition P on X such that
∆X = VP that is contradiction.
(b) It is to show that {x} is open for all x ∈ X. There should be a finite
partition P such that VP(x) = {x}. Choose P = {{x}, X\{x}}.

4 Uniform Continuity

Definition 4.1. Let f : X → Y be function from a uniform space X to a
uniform space Y . If to each neighbor W of Y there is a neighbor V of X
such that (f × f)(V ) ⊆ W i.e. if (x, y) ∈ V , (f(x), f(y)) ∈ W , then f is
called a uniformly continuous function.

Remark 4.2. (a) A uniformly continuous function f : X → Y is continuous
relative the topologies generated by the uniform spaces X and Y , respectively.

(b) To prove the uniform continuity, it is sufficient to show about the
fundamental system of a quasi-uniform structure of Y instead of the whole
structure.

Proof. (a) Let W be an element of the fundamental system of Y . Then there
is an element V of the quasi-uniform structure ofX satisfing (f×f)(V ) ⊆W .
Hence y ∈ V (x) implies f(y) ∈ W (f(x)) which means the continuity of the
function.

(b) It is obvious.

Example 4. The function cos : R → R, x 7→ cosx is uniformly continuous
relative to the quasi-uniform structure generated by a metric on R

Proof. It follows from | cosx− cos y| ≤ |x− y| for all x, y ∈ R.
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Theorem 4.1. Let X,Y, Z be uniform spaces and f : X → Y and g : Y →
Z be uniformly continuous functions. Then g ◦f : X → Z also is uniformly
continuous.

Proof. For every neighbor W of Z, there is a neighbor V of Y such that
(g × g)(V ) ⊆ W . And for the neighbor V of Y , there is a neighbor U of X
such that (f × f)(U) ⊆ V . Hence for every neighbor W of Z, there is U of
X such that (g ◦ f × g ◦ f)(U) ⊆W , i.e. g ◦ f is uniformly continuous.

Definition 4.3. If every neighbor of Q2 is a neighbor of Q1 for quasi-
uniform spaces Q1 and Q2 defined on X, then we say that Q1 is finer than
Q2 or Q2 is coarser than Q1.

Remark 4.4. The finest structure is the discrete quasi-uniform structure
and the coarsest structure is the indiscrete quasi-uniform structure.

Theorem 4.2.

(a) The quasi-uniform space Q1 is finer than Q2 iff the identity function
id : (X,Q1)→ (X,Q2) is quasi-uniformly continuous.

(b) If a quasi-uniform space Q1 is finer than Q2, then the topology generated
by Q1 is finer than the topology generated by Q2.

(c) The set of all quasi-uniform structures defined on X is a complete lattice
relative to ′ ⊆′, i.e. every nonempty set of quasi-uniform structures on X
has a supremum and infimum.

Proof. We show only (c). Let (Qi)i∈I be a colletion of non empty quasi-
uniform structures defined on X.

To obtain the supremum of (Qi)i∈I let

B := {
⋂
k∈E

Uk |E ⊆ I, E finite and Uk ∈ Qk}.

First we show that B satisfies (QUB1,2,3) of definition 2.4.

(QUB1) Let B1, B2 ∈ B. Then there are finite subsets E1 and E2 of I
such that B1 =

⋂
k∈E1

Uk, B2 =
⋂

j∈E2

Vj . It is obvious that B1 ∩ B2 has the

required form.

(QUB2) Let B ∈ B. Then there is finite subset E of I such that B =⋂
k∈E

Uk. Since ∆X ∈ Uk for each k ∈ E, ∆X ⊆
⋂
k∈E

Uk = B.
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(QUB3) Let B ∈ B. Then there is a finite subset E of I such that
B =

⋂
k∈E

Uk. By (QU4), to each k ∈ E there exists Vk ∈ Qk such that

V 2
k ⊆ Uk. Hence

(
⋂
k∈E

Vk)2 ⊆
⋂
k∈E

V 2
k ⊆

⋂
k∈E

Uk where
⋂
k∈E

Vk ∈ B.

Now, it is obvious QB ⊇ Qi for all i ∈ I. If Q ⊇ Qi for all i ∈ I, then
Q ⊇

⋃
i∈I
Qi, so that Q ⊇ QB. Hence QB is the desired supremum of (Qi)i∈I .

The infimum of (Qi)i∈I is given by

Q = {V |V ⊆ X ×X, there is (Vk)k∈N such that V1 ⊆ V, V 2
k+1 ⊆ Vk,

k ∈ N and Vk ∈ Qi for all i ∈ I}.

We will prove that Q satisfies (QU1),(Q2),(Q3) and (QU4).

(QU1) It is obvious.

(QU2) Let V,U ∈ Q. Then there is (Vk)k∈N such that V1 ⊆ V, V 2
k+1 ⊆

Vk, k ∈ N and Vk ∈ Qi for all i ∈ I, and there is (Uk)k∈N such that
U1 ⊆ U, U2

k+1 ⊆ Uk, k ∈ N and Uk ∈ Qi for all i ∈ I.
The sequence (Vk ∩ Uk)k∈N satisfies

V1 ∩ U1 ⊆ V ∩ U, (Vk+1 ∩ Uk+1)
2 ⊆ V 2

k+1 ∩ U2
k+1 ⊆ Vk

⋂
Uk, k ∈ N

and Vk ∩ Uk ∈ Qi for all i ∈ I. Hence V ∩ U ∈ Q.

(QU3) It is also obvious.

(QU4) Let V ∈ Q. Then there is (Vk)k∈N such that V1 ⊆ V, V 2
k+1 ⊆

Vk, k ∈ N and Vk ∈ Qi for all i ∈ I. Since V3 ⊆ V 2
3 ⊆ V2, the sequence

(Vk)k≥3,k∈N satisfies

V3 ⊆ V2, V 2
k+1 ⊆ Vk, k ≥ 3, k ∈ N and Vk ∈ Qi for all i ∈ I.

Hence V2 ∈ Q. Therefore by V 2
2 ⊆ V1 ⊆ V , V 2

2 ⊆ V .

Theorem 4.3. Let X be a set, (Yi,Qi)i∈I be a collection of quasi-uniform
spaces and fi : X → Yi (i ∈ I) be functions.

(a) The set

{(fi × fi)−1(V ) | i ∈ I, V ∈ Qi}
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is a quasi-fundamental system B on X. Then QB is said to be a initial
quasi-structure of (fi)i∈I .

(b) QB is the coarsest quasi-uniform structure on X for which every fi
is quasi-uniformly continuous relative to QB.

(c) Let Z be a quasi-uniform space. Then a function h : Z → X is
quasi-uniformly continuous. iff every functions fi ◦ h : Z → Yi (i ∈ I) is
quasi-uniformly continuous.

(d) The initial structure Q of (fi)i∈I defined on X generates a initial
topology, i.e. the coarsest topology of all topologies for which every function
fi (i ∈ I) is continuous.

Proof. (a) Note that every element B of B is of the following form. B :=⋂
i∈E⊆I

(fi × fi)−1(Vi) where E is a finite subset of I, Vi ∈ Qi.

We prove that B satisfies (QUB1,2,3).

(QUB1) Let U, V ∈ B. We have to show that U ∩ V ∈ B. Then there
are finite EU , EV ⊆ I such that

U =
⋂

i∈EU

(fi × fi)−1(Ui) and V =
⋂

j∈EV

(fj × fj)−1(Vj).

Since

(fi × fi)−1(Ui)
⋂

(fi × fi)(Vi) = (fi × fi)−1(Ui ∩ Vi)

hold for all Ui, Vi ∈ Qi, U ∩ V has the required form.

(QUB2) Since (fi(x), fi(x)) ∈ Vi for all x ∈ X, i ∈ I, ∆X ⊆ (fi ×
fi)
−1(Vi).

(QUB3) Let V ∈ B. We have to show that there is W ∈ B such that
W 2 ⊆ V . Then there is a finite set E ⊆ I such that V =

⋂
i∈E

(fi × fi)−1(Vi).

To each i ∈ E there is Wi ∈ Qi such that W 2
i ⊆ Vi. Let W =

⋂
i∈E

(fi ×

fi)
−1(Wi). Then

W = (
⋂
i∈E

(fi × fi)−1(Wi))
2 ⊆

⋂
i∈E

(fi × fi)−1(W 2
i ) ⊆

⋂
i∈E

(fi × fi)−1(Vi) = V .

(b) It is obvious that every fi is quasi-uniformly continuous for the initial
structure. Every quasi-uniform structure Q on X where every fi is quasi-
uniformly continuous contains the quasi-fundamental system B.



74 Seungwook Kim

(c) Because fi is quasi-uniformly continuous, when h is quasi-uniformly
continuous, then fi◦h is also quasi-uniformly continuous for all i by theorem
4.3(c). Let every fi ◦ h be quasi-uniformly continuous. We have to show
that h is quasi-uniformly continuous.

Let V :=
⋂
e∈E

(fe×fe)−1(Ve) be a neighbor of X where E is a finite subset

of I. By assumption there is a neighbor We of Z such that

(fe × fe) ◦ (h× h)(We) ⊆ Ve for all e ∈ E.

Then (h× h)(We) ⊆ (fe × fe)−1(Ve). Therefore, putting W =
⋂
e∈E

We,

(h× h)(W ) ⊆
⋂
e∈E

(fe × fe)−1(Ve) = V .

(d) Let U be a neighborhood of x ∈ X relative to the initial topology.
Then there is an open B :=

⋂
e∈E

f−1e (Qe) where Qe ∈ τe and E is a finite

subset of I such that x ∈ B ⊆ U . Since Qe is a neighborhood of fe(x), there
is Ve ∈ Qe such that Qe = Ve(fe(x)). Thus U is a neighborhood of x relative
to the topology generated by the initial structure B.

Conversly, for every i ∈ I Wi(fi(x)) (Wi ∈ Qi) is a neighborhood of
fi(x), there is an open Vi(fi(x)) (Vi ∈ Qi) such that Vi(fi(x)) ⊆ Wi(fi(x)).
Then

x ∈ f−1i (Vi(fi(x))) ⊆ f−1i (Wi(fi(x))).

Since fi is continuous, f−1i (Vi(fi(x))) is open. Hence f−1e (We(fe(x))) is a
neighborhood of x relative to a initial topology and also

⋂
e∈E

f−1e (We(fe(x))).

By (a) a neighborhood basis of x relative to a topology generated by a initial
structure is a set of elements of the form U := (

⋂
e∈E

(fe×fe)−1(We))(x). Next

we show U =
⋂
e∈E

f−1e (We(fe(x))). The following sentences are equivalent to

each other.

y ∈ U ; (x, y) ∈ (fe × fe)−1(We) for all e ∈ E;

(fe(x), fe(y)) ∈We; fe(y) ∈We(f(x)) for all e ∈ E;

y ∈ f−1e (We(f(x))) for all e ∈ E.

Therefore U is neighborhood of x relative to the initial topology.
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5 The Quasi-Uniformizable Space

The next theorem is very well known as a necessary and sufficient condition
to be a uniformazable space of a topological space.

Theorem 5.1. A topological space is uniformable iff a topological space is
T3a-space. Hence

a Hausdorff space is uniformable iff the topological space is a completely
regular space.

Definition 5.1. Let (di)i∈I be a set of quasi-metric functions. Then a
supremum of uniform structures generated by d′is is called a uniform struc-
ture defined by (di)i∈I .

Lemma 5.2. If a quasi-uniform structure of a quasi-uniform apace X has a
countable quasi-fundamental system, the quasi-uniform structure is defined
by a quasi-metric.

Proof. Let (Vn)n∈N be a countable quasi-fundamental system of the quasi-
uniform structure. Let (Un)n∈N be satisfied that U1 ⊆ V1, U3

n+1 ⊆ Un ∩ Vn.

We define

g(x, y) :=

{
1 ((x, y) /∈ U1)
inf{2−k | (x, y) ∈ Uk} ((x, y) ∈ U1)

and construct a quasi-metric from g.

Let M be a set of all finite sequence on X of which a first point is x and
a last point is y.

Let

d(x, y) := inf{
n−1∑
i=1

g(zi, zi+1) | (zi)i=0,1,··· ,n ∈M, n ≥ 1, z0 = x, zn = y}.

Since g(x, x) = 0 for all x ∈ X, d satisfies the reflexive property. We show
that d satisfies the triangle inequality.

For this we show that

1

2
g(x, y) ≤ d(x, y) ≤ g(x, y).

The right inequality holds from the definition of d. Since the left in-

equality is equivalent to
1

2
g(x, y) ≤

n−1∑
i=1

g(zi, zi+1) for all (zi)i=0,1,··· ,n ∈ M ,

we will prove it by the mathematical induction about n.
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It is obvious for n = 1. Let x = z0, · · · , zn+1 = y (n ≥ 1) be a finite

sequence and a :=
n∑

i=1
g(zi, zi+1).

If a ≥ 1

2
, it is obvious by g(x, y) ≤ 1. Let 0 < a <

1

2
and m be the

greatest index such that
m−1∑
i=1

g(zi, zi+1) ≤
a

2
. Then by

m∑
i=1
g(zi, zi+1) >

a

2
,

n∑
i=m+1

g(zi, zi+1) ≤
a

2
. By induction’s assumption, it holds that

1

2
g(x, zm) ≤

m−1∑
i=0

g(zi, zi+1) ≤
a

2
,

1

2
g(zm+1, y) ≤

n∑
i=m+1

g(zi, zi+1) ≤
a

2

and by the definition of a,
1

2
g(zm, zm+1) ≤

a

2
. If k is the least number such

that 2−k ≤ a,

(x, zm), (zm, zm+1), (zm+1, y) ∈ Uk.

Hence by (x, y) ∈ U3
k ⊆ Uk−1,

1

2
g(x, y) ≤ 1

2
2−(k−1) ≤ a.

For the last case a = 0,∑n
i=0 g(zi, zi+1) = 0 iff

(zi, zi+1) ∈ Ul+n (for all l ∈ N, i = 0, 1, · · · , n) and

(z0, zn+1) ∈ Ul+n (for all l ∈ N) iff

1

2
g(x, y) = 0.

We have to show that d generates Q. It is obvious that (Ui)i∈N is a
quasi-fundamental system of Q. By the inequality above,

Uk ⊆ d−1([0, 2−k]) ⊆ Uk−1.

(x, y) ∈ Uk implies 2−k ≥ g(x, y) ≥ d(x, y) so that (x, y) ∈ d−1([0, 2−k]),
and the following hold sequentially.

(x, y) ∈ d−1([0, 2−k]); 2−k ≥ d(x, y) ≥ 1

2
g(x, y); g(x, y) < 2−k+1

(x, y) ∈ Uk−1.
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Theorem 5.3. Every quasi-uniform structure is defined by a system of
quasi-metrices.

Proof. For every neighbor V of the quasi-uniform structure, there is a se-
quence of Un such that

U1 ⊆ V, U3
n+1 ⊆ Un (n ≥ 1).

The each sequence is a quasi-fundamental system of UV defined by dV
by the lemma above UV ⊆ U for all V ∈ U and

⋃
V ∈U
UV = U hold. U is the

coarsest quasi-uniform structure of all finer quasi-uniform structures than
UV .
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FUNCTION FIELDS OF MODULAR CURVES

DONG HWA SHIN1

Abstract. Let C(X(N)) be the field of meromorphic functions on the
modular curve X(N) for the principal congruence subgroup of level N .
We construct generators of C(X(N)) over C in terms of Siegel functions
together with the elliptic modular function j(τ).

1. Introduction

For a positive integer N let

Γ(N) = {γ ∈ SL2(Z) | γ ≡ I2 (mod N)}
be the principal congruence subgroup of level N in SL2(Z). Then the group
Γ(N) = 〈Γ(N),±I2〉/{±I2} acts on the complex upper half-plane H = {τ ∈
C | Im(τ) > 0} as fractional linear transformations. It is well-known that
the right orbit space

X(N) = Γ(N)\(H ∪Q ∪ {i∞})
can be equipped with the structure of a compact Riemann surface, called
the modular curve of level N [5, Chapter 1]. Let C(X(N)) be the field
of all meromorphic functions on the modular curve X(N), which can be
generated at most by two functions. In particular, the modular curve X(1)
of level 1 is of genus zero and its function field C(X(1)) is generated by the
elliptic modular function

j(τ) =
1

q
+ 744 + 196884q + 21493760q2 + · · · ,

where q = e2πiτ [5, Theorem 2.9]. Furthermore, since the canonical map
X(N)→ X(1) is a branched covering map, C(X(N)) is a Galois extension
of C(X(1)) whose Galois group is naturally isomorphic to Γ(1)/Γ(N) '
SL2(Z/NZ)/{±I2}.
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2014.
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Let N ≥ 2. In §2 we shall define the Siegel function g[ rs ]
(τ) for a given

vector

[
r
s

]
∈ (1/N)Z2−Z2 whose 12N -th power belongs to C(X(N)). And,

we shall show that if m and n are any positive integers such that m > n,
then C(X(N)) is generated by

g[ 0
1/N

](τ)12Nmg[ 1/N
0

](τ)12Nn

over C(X(1)) (Theorem 3.1).

2. Properties of Siegel functions

In this section we shall introduce Siegel functions and review their basic
properties.

Let Λ be a lattice in C. The Weierstrass ℘-function relative to Λ is
defined by

℘(z; Λ) =
1

z2
+

∑
ω∈Λ−{0}

(
1

(z − ω)2
− 1

ω2

)
(z ∈ C).

This is a meromorphic function on z which is periodic with respect to Λ.
The Weierstrass σ-function relative to Λ is defined by

σ(z; Λ) = z
∏

ω∈Λ−{0}

(
1− z

ω

)
ez/ω+(1/2)(z/ω)2 (z ∈ C).

Taking logarithmic derivative we come up with the Weierstrass ζ-function
as

ζ(z; Λ) =
σ′(z; Λ)

σ(z; Λ)
=

1

z
+

∑
ω∈Λ−{0}

(
1

z − ω
+

1

ω
+

z

ω2

)
.

Since ζ ′(z; Λ) = −℘(z; Λ) is periodic with respect to Λ, for a given ω ∈ Λ
there is a constant η(ω; Λ) so that

ζ(z + ω; Λ)− ζ(z; Λ) = η(ω; Λ).

Let N (≥ 2) be a positive integer and

[
r
s

]
∈ (1/N)Z2 − Z2. Now we define

the Siegel function g[ rs ]
(τ) by

g[ rs ]
(τ) = e−(1/2)(rη(τ ;[τ,1])+sη(1;[τ,1]))(rτ+s)σ(rτ + s; [τ, 1])η(τ)2 (τ ∈ H),
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where

η(τ) =
√

2πeπi/4q1/24

∞∏
n=1

(1− qn)

is the Dedekind η-function. By the product formula of the Weierstrass σ-
function we get the q-product expression

g[ rs ]
(τ) = −eπis(r−1)q(1/2)B2(r)(1− qre2πis)

∞∏
n=1

(1− qn+re2πis)(1− qn−re−2πis),

where B2(X) = X2−X+1/6 is the second Bernoulli polynomial [4, Chapter
18, Theorem 4 and Chapter 19, §2].

For X ∈ R we denote by 〈X〉 the fractional part of X in the interval
[0, 1).

Proposition 2.1. The Siegel function g[ rs ]
(τ) satisfies the following prop-

erties:

(i) g[ rs ]
(τ)12N depends only on ±

[
r
s

]
(mod Z2).

(ii) g[ rs ]
(τ)12N belongs to C(X(N)).

(iii) If γ ∈ SL2(Z), then we get the transformation formula

g[ rs ]
(τ)12N ◦ γ = gtγ[ rs ]

(τ)12N ,

where tγ stands for the transpose of γ.
(iv) We have the q-order formula

ordq g[ rs ]
(τ) =

1

2
B2(〈r〉).

(v) g[ rs ]
(τ) is integral over Z[j(τ)].

Proof. (i) See [3, p.28, K2 and p.29].
(ii) See [3, Chapter 3, Theorems 5.2 and 5.3].
(iii) See [3, Chapter 2, Proposition 1.3].
(iv) See [3, p.31].
(v) See [2, §3]. �

3. Generators of C(X(N))

Now we shall give a primitive generator of C(X(N)) over C(X(1)) =
C(j(τ)) in terms of Siegel functions.
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Theorem 3.1. Let N ≥ 2. If m and n are any positive integers such that
m > n, then we get

C(X(N)) = C(X(1))(g[ 0
1/N

](τ)12Nmg[ 1/N
0

](τ)12Nn).

Proof. Let

g(τ) = g[ 0
1/N

](τ)12Nmg[ 1/N
0

](τ)12Nn,

which belongs to C(X(N)) by Proposition 2.1 (ii). We first note that

Gal(C(X(N))/C(X(1))) ' SL2(Z/NZ)/{±I2}.

Suppose that γ =

[
a b
c d

]
∈ SL2(Z) fixes g(τ). We then obtain that

ordq g(τ) = 12Nm · ordq g[ 0
1/N

](τ) + 12Nn · ordq g[ 1/N
0

](τ)

= 6NmB2(0) + 6NnB2(1/N) by Proposition 2.1 (iv)

= ordq g(τ)γ

= m · ordq gtγ
[

0
1/N

](τ)12N + n · ordq gtγ
[

1/N
0

](τ)12N

by Proposition 2.1 (iii)

= 6NmB2(〈c/N〉) + 6NnB2(〈a/N〉) by Proposition 2.1 (iv).

Considering the shape of the graph Y = B2(X) and the fact m > n, we
deduce that c ≡ 0 (mod N) and a ≡ ±1 (mod N). Here we may assume
that a ≡ 1 (mod N) because γ and −γ represent the same element in
Gal(C(X(N))/C(X(1))). Then we get from det(γ) = ad − bc = 1 that
d ≡ 1 (mod N). We further observe that

ordq g(τ)[
0 −1
1 0 ] = m · ordq (g[ 0

1/N

](τ)12N)[
0 −1
1 0 ] + n · ordq (g[ 1/N

0

](τ)12N)[
0 −1
1 0 ]

= m · ordq g[ 1/N
0

](τ)12N + n · ordq g[ 0
−1/N

](τ)12N

by Proposition 2.1 (iii)

= 6NmB2(1/N) + 6NnB2(0) by Proposition 2.1 (iv)

= ordq (g(τ)γ)[
0 −1
1 0 ]

= ordq g(τ)

[
b −a
d −c

]
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= m · ordq (g[ 0
1/N

](τ)12N)

[
b −a
d −c

]
+ n · ordq (g[ 1/N

0

](τ)12N)

[
b −a
d −c

]

by Proposition 2.1 (iii)

= 6NmB2(〈d/N〉) + 6NnB2(〈b/N〉) by Proposition 2.1 (iv)

= 6NmB2(1/N) + 6NnB2(〈b/N〉),
from which we deduce that b ≡ 0 (mod N). Hence γ represents the iden-
tity elements of Gal(C(X(N))/C(X(1))). Therefore, we conclude by Galois
theory that g(τ) generates C(X(N)) over C(X(1)). �

Remark 3.2. (i) Since g(τ) = g[ 0
1/N

](τ)12Nmg[ 1/N
0

](τ)12Nn is inte-

gral over Z[j(τ)] by Proposition 2.1 (v), g(τ) and j(τ) give rise to
an affine singular model of the modular curve X(N) over Z.

(ii) On the other hand, Ishida presented in [?] that if N ≥ 6 and εN =
(3 + (−1)N)/2, then

C(X(N)) = C(X2(τ)εN , X3(τ))

where

X2(τ) = eπi(1−N)/2N

N−1∏
t=0

g[ 2/N
t/N

](τ)

g[ 1/N
t/N

](τ)
,

X3(τ) = eπi(1−N)/N

N−1∏
t=0

g[ 3/N
t/N

](τ)

g[ 1/N
t/N

](τ)
.

He further showed that X3(τ) is integral over Q[X2(τ)εN ].
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