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GENERATORS FOR ABELIAN EXTENSIONS OF
NUMBER FIELDS

JA KYUNG KOO AND DONG HWA SHIN

Abstract. Let U/L be a finite abelian extension of number fields. We
first construct a universal primitive generator of U over L whose relative
trace to any intermediate field F becomes a generator of F over L, too.
We also develop a similar argument in terms of norm. As its examples
we investigate towers of ray class fields over imaginary quadratic fields.
We further present a new method of finding a normal element for the
extension U/L.

1. Introduction

Let U/L be a finite abelian extension of number fields. If F is an interme-
diate field of U/L, then it is also an abelian extension of L by Galois theory.
Furthermore, we have a primitive generator of F over L by the primitive
element theorem (see also [13, Theorems 8.2 or 8.4]). In this paper we shall
first show that there exists a universal generator α of U over L for which
its relative trace TrU/F (α) becomes a generator of F over L (Theorem 2.2),
too. And, for a field tower

L = F0 ≤ F1 ≤ F2 ≤ · · · ≤ Ft = U

we shall also construct an element β of U whose relative norm NU/Fk
(β)

generates Fk over L for each index 1 ≤ k ≤ t (Theorem 4.2).
Let K be an imaginary quadratic field other than Q(

√
−1) and Q(

√
−3).

For a nonzero integral ideal f of K, we denote by Kf the ray class field of
K modulo f. Let p be an odd prime and n (≥ 2) be an integer. Then
it is well known ([7, Corollary to Theorem 7 in Chapter 10]) that K(pn) is
generated by the special value of a Fricke function over K(p). As one example
of Theorem 2.2 we shall construct a generator α of K(pn) over K(p) whose
relative trace TrK(pn)/K(pm)

(α) also generates K(pm) over K(p) for each integer
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2 ≤ m ≤ n (Theorem 3.5). And, let N1, N2, . . . , Nt (t ≥ 1) be a sequence
of integers such that N1 ≥ 2 and N1|N2| · · · |Nt. As for another example of
Theorem 4.2 we shall construct an element β of K(Nt) whose relative norm
NK(Nt)

/K(Nk)
(β) generates K(Nk) over K for each index 1 ≤ k ≤ t (Example

4.3), which is relatively simpler than the work of Ramachandra ([10]).
On the other hand, the normal basis theorem ([17, §8.11]) guarantees

the existence of an element α ∈ U whose Galois conjugates over L form a
basis for U over L as a vector space. We call such an element α a normal
element for U/L. Although one can find a primitive generator for U/L,
not much seems to be known until now how to construct such a normal
element. For instance, Okada ([8]) constructed in 1980 a normal element of
the maximal real subfield of Q(e2πi/q) over Q by extending Chowla’s work
([1]) with cotangent function. See also [9]. After Okada, Taylor ([16]) and
Schertz ([11]) established Galois module structures of ring of integers of
certain abelian extensions of an imaginary quadratic field and also found a
normal element by making use of special value of modular function. And,
Komatsu ([4]) further considered certain abelian extensions U and L of
the cyclotomic field Q(e2πi/5) and constructed a normal element for U/L
in terms of special value of Siegel modular function. Unlike their works,
however, we shall present a relatively simple new formula of constructing a
normal element for U/L by using a lemma developed in [3] which can be
deduced from the Frobenius determinant relation (Theorem 5.3).

2. Generators from relative traces

First, we shall present a simple lemma.

Lemma 2.1. Given a sequence of ` (≥ 1) nonnegative integers

N1, N2, . . . , N`,

we can construct a sequence of ` positive integers

M1,M2, . . . ,M`

in view of N1, N2, . . . , N` such that

(i) Mi ≥ 1 +Ni for each index 1 ≤ i ≤ `,
(ii) gcd(Mi, Ni) = 1 for every index 1 ≤ i ≤ `,

(iii) gcd(Mi,Mj) = 1 whenever i 6= j.
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Proof. Set M0 = 1 and

(1) Mi = 1 +Ni

i−1∏
k=0

Mk for 1 ≤ i ≤ `.

Since M0 = 1 and Ni ≥ 0, the recursive formula (1) yields the property (i).
Furthermore, the relation

Mi −Ni

i−1∏
k=0

Mk = 1

induced directly from (1) enables us to have the properties (ii) and (iii). �

Let U be a finite abelian extension of a number field L with [U : L] ≥ 2.
Let

L < F1, F2, . . . , F` ≤ U

be (all of) its intermediate subfields properly containing L. Since U/L is
an abelian extension, so is Fi/L (1 ≤ i ≤ `) by Galois theory. Furthermore,
there is a nonzero algebraic integer αi that generates Fi over L by the
primitive element theorem. We set

N = [U : L]
∏̀
i=1

|NL/Q(disc(αi, Fi/L))|,

which is a positive integer, and take

M0 = 1 and Mi = 1 +N
i−1∏
k=0

Mk (1 ≤ i ≤ `).

Then the sequence M1,M2, . . . ,M` satisfies the properties (i)–(iii) in Lemma
2.1 with Ni = N (1 ≤ i ≤ `). Now we consider the element

(2) α =
∑̀
i=1

αi
Mi

∈ U.

Theorem 2.2. The relative trace

TrU/Fi
(α)

generates Fi over L for each index 1 ≤ i ≤ `.
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Proof. On the contrary, suppose that TrU/Fj
(α) does not generates Fj over

L for some index 1 ≤ j ≤ `. Then there is an element ρ ∈ Gal(Fj/L) with
ρ 6= id fixing TrU/Fj

(α). We then obtain by the definition (2) and the fact
TrU/Fj

(α)ρ = TrU/Fj
(α) that

TU/Fj
(αj)

ρ

Mj

+
∑

1≤i≤`
i 6=j

TU/Fj
(αi)

ρ

Mi

=
TU/Fj

(αj)

Mj

+
∑

1≤i≤`
i 6=j

TU/Fj
(αi)

Mi

.

And, we further derive that∑
1≤i≤`
i 6=j

1

Mi

(TrU/Fj
(αi)

ρ − TrU/Fj
(αi)) =

1

Mj

(TrU/Fj
(αj)− TrU/Fj

(αj)
ρ)

=
1

Mj

[U : Fj](αj − αρj ) because αj ∈ Fj.

Multiplying both sides by M1M2 · · ·M` we get

Mj

∑
1≤i≤`
i 6=j

M1M2 · · ·M`

MiMj

(TrU/Fj
(αi)

ρ−TrU/Fj
(αi)) =

M1M2 · · ·M`

Mj

[U : Fj](αj−αρj ).

Here, we note that the left hand side is an algebraic integer divisible by an
integer Mj (≥ 2), whereas the right hand side is a nonzero algebraic integer
prime to Mj because ρ 6= id, gcd(Mj, N) = 1 and gcd(Mi,Mj) = 1 if i 6= j.
This yields a contradiction.

Therefore, we conclude that TrU/Fi
(α) generates Fi over L for each index

1 ≤ i ≤ `. �

Remark 2.3. We can replace N by any positive integer divisible by all
prime factors of N .

3. Towers of class fields

For each positive integer N let FN be the field of all meromorphic mod-
ular functions of level N whose Fourier coefficients belong to Q(ζN) with
ζN = e2πi/N . As is well known [12, §6.2] the elliptic modular function j gen-
erates F1 over Q, and FN is a Galois extension of F1 whose Galois group is
isomorphic to GL2(Z/NZ)/{±I2}.



GENERATORS FOR ABELIAN EXTENSIONS OF NUMBER FIELDS 5

For a lattice Λ = [τ1, τ2] in C, the Weierstrass ℘-function relative to Λ is
defined by

℘(z; Λ) =
1

z2
+

∑
ω∈Λ\{0}

{
1

(z − ω)2
− 1

ω2

}
(z ∈ C).

Let N (≥ 2) be an integer and

[
r
s

]
∈ (1/N)Z2 \ Z2. We define the Fricke

function f[ rs ]
(τ) by

(3) f[ rs ]
(τ) =

g2(τ)g3(τ)

g2(τ)3 − 27g3(τ)2
℘[ rs ]

(τ) (τ ∈ H),

where

gk(τ) = 60
∑

ω∈[τ,1]\{0}

1

ω2k
(k = 2, 3) and ℘[ rs ]

(τ) = ℘(rτ + s; [τ, 1]).

Furthermore, we define the Siegel function g[ rs ]
(τ) by

g[ rs ]
(τ) = −q(1/2)(r2−r+1/6)eπis(r−1)(1−qre2πis)

∞∏
n=1

(1−qn+re2πis)(1−qn−re−2πis),

where q = e2πiτ . Observe that it has neither zeros nor poles on H. Then,
f[ rs ]

(τ) and g[ rs ]
(τ)12N belong to FN and satisfy the transformation rules

(4) f[ rs ]
(τ)γ = ftγ[ rs ]

(τ) and (g[ rs ]
(τ)12N)γ = gtγ[ rs ]

(τ)12N ,

respectively, for all γ ∈ Gal(FN/F1) ' GL2(Z/NZ)/{±I2} ([7, §6.2–6.3]
and [3, Proposition 3.4]).

Lemma 3.1. Let

[
r1

s1

]
,

[
r2

s2

]
∈ (1/N)Z2 \ Z2 for an integer N (≥ 2) such

that

[
r1

s1

]
6≡ ±

[
r2

s2

]
(mod Z2). Then we have the relation

℘[ r1s1 ](τ)− ℘[ r2s2 ](τ) = −
g[ r1+r2
s1+s2

](τ)g[ r1−r2
s1−s2

](τ)η(τ)4

g[ r1s1 ](τ)2g[ r2s2 ](τ)2
,

where

η(τ) =
√

2πζ8q
1/24

∞∏
n=1

(1− qn).
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Proof. See [6, p. 51]. �

Let K be an imaginary quadratic field of discriminant dK . We set

(5) θK =
dK +

√
dK

2
,

and denote by HK and K(N) the Hilbert class field of K and the ray class
field of K modulo (N) for a positive integer N , respectively.

Lemma 3.2. Let N ≥ 2. By the main theorem of complex multiplication
we have the followings.

(i) HK = K(j(θK)).
(ii) K(N) = K(h(θK) | h ∈ FN is finite at θK).

(iii) If K 6= Q(
√
−1), Q(

√
−3), then

K(N) = HK(f[ 0
1/N

](θK)) = K(g[ 0
1/N

](θK)12Nn)

for any nonzero integer n.

Proof. (i) See [7, Theorem 1 in Chapter 10] or [12, Theorem 5.7].
(ii) See [7, Corollary to Theorem 2 in Chapter 10].
(iii) See [7, Corollary to Theorem 7 in Chapter 10] and [3, Theorem 4.2].

�

In what follows we let K 6= Q(
√
−1), Q(

√
−3) until §5.

Lemma 3.3 (Shimura’s reciprocity law). Let N ≥ 2 and let x2 +Bx+C ∈
Z[x] be the minimal polynomial of θK over Q. Then the matrix group

WK,N =

{[
u−Bv −Cv

v u

]
∈ GL2(Z/NZ) | u, v ∈ Z/NZ

}
gives rise to the isomorphism

WK,N/{±I2} −→ Gal(K(N)/HK)

α 7→ (h(θK) 7→ hα(θK) | h ∈ FN is finite at θK).

Proof. See [15, §3]. �

Let p be an odd prime and let n (≥ 2) be an integer. We then have a
tower of ray class fields

K(p) < K(p2) < · · · < K(pn)

with

(6) [K(pm+1) : K(pm)] = p2 (1 ≤ m ≤ n− 1)
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[6, Theorem 1 in Chapter VI].
For each positive integer m we define a function

(7) fm(τ) = p2(m+1)

f[ 0
1/pm

](τ)− f[ 1/p
0

](τ)

f[ 0
1/p

](τ)− f[ 1/p
0

](τ)

that belongs to Fpm .

Lemma 3.4. Let

[
r
s

]
∈ (1/N)Z2 \ Z2 for an integer N (≥ 2). Then we

get the followings:

(i) g[ rs ]
(θK) and Ng[ rs ]

(θK)−1 are algebraic integers dividing N .

(ii) fm(θK) is an algebraic integer which generates K(pm) over K(p).
(iii) |NK(p)/Q(disc(fm(θK), K(pm)/K(p)))| is a power of p.

Proof. (i) See [5, §3] and [6, Example in p.45].
(ii) Since K(p) = HK(f[ 0

1/p

](θK)) and K(pm) = HK(f[ 0
1/pm

](θK)) by

Lemma 3.2 (iii), we achieve from the definition (7)

K(pm) = K(p)(fm(θK)).

On the other hand, we obtain by definition (3) and Lemma 3.1 that

fm(θK) = g[ 1/p
1/pm

](θK)g[−1/p
1/pm

](θK)g[ 0
1/p

](θK)2

×(pg[ 1/p
1/p

](θK)−1)(pg[−1/p
1/p

](θK)−1)(p2mg[ 0
1/pm

](θK)−2),

which yields that fm(θK) is an algebraic integer by (i).
(iii) Let σ ∈ Gal(K(pm)/K(p)) with σ 6= id. By Lemma 3.3 we may

identify σ with an element

[
u−Bv −Cv

v u

]
of GL2(Z/pmZ), where

min(θK ,Q) = x2 +Bx+ C. We then see that

fm(θK)σ − fm(θK)

= p2(m+1)

[(f[ 0
1/pm

](θK)− f[ 1/p
0

](θK)

f[ 0
1/p

](θK)− f[ 1/p
0

](θK)

)σ
−
f[ 0

1/pm
](θK)− f[ 1/p

0

](θK)

f[ 0
1/p

](θK)− f[ 1/p
0

](θK)

]
by the definition (7)
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= p2(m+1)

[f[ 0
1/pm

](θK)σ − f[ 1/p
0

](θK)

f[ 0
1/p

](θK)− f[ 1/p
0

](θK)
−
f[ 0

1/pm
](θK)− f[ 1/p

0

](θK)

f[ 0
1/p

](θK)− f[ 1/p
0

](θK)

]
because σ leaves K(p) fixed

= p2(m+1)

f[ 0
1/pm

](θK)σ − f[ 0
1/pm

](θK)

f[ 0
1/p

](θK)− f[ 1/p
0

](θK)

= p2(m+1)

f[ v/pm
u/pm

](θK)σ − f[ 0
1/pm

](θK)

f[ 0
1/p

](θK)− f[ 1/p
0

](θK)
by Lemma 3.3 and (4)

= p2(m+1)

g[ v/p
(u+1)/pm

](θK)g[ v/p
(u−1)/pm

](θK)g[ 0
1/p

](θK)2g[ 1/p
0

](θK)2

g[ 1/p
1/p

](θK)g[−1/p
1/p

](θK)g[ v/pm
u/pm

](θK)2g[ 0
1/pm

](θK)2
by Lemma 3.1.

Since fm(θK) is an algebraic integer, this value is an algebraic integer,
too. Moreover, it divides a power of p by (i). Therefore, we conclude
that |NK(p)/Q(disc(fm(θK), K(pm)/K(p)))| is a power of p.

�

Theorem 3.5. Let n (≥ 2) be an integer. Set

M1 = 1 and Mm = 1 + p
m−1∏
k=1

Mk (2 ≤ m ≤ n),

and

α =
n∑

m=2

αm
Mm

with αm = fm(θK).

Then the relative trace
TrK(pn)/K(pm)

(α)

generates K(pm) over K(p) for each integer 2 ≤ m ≤ n.

Proof. Note that the positive integer

[K(pn) : K(p)]
∏

2≤m≤n

|NK(p)/Q(disc(fm(θK), K(pm)/K(p)))|

is a power of p by (6) and Lemma 3.4 (iii). Furthermore, since each fm(θK)
(2 ≤ m ≤ n) is an algebraic integer which generates K(pm) over K(p) by
Lemma 3.4 (ii), the assertion follows from Theorem 2.2. �
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4. Generators from relative norms

Let U/L be a finite abelian extension of number fields, and consider a
tower of fields

L = F0 ≤ F1 ≤ F2 ≤ · · · ≤ Ft = U (t ≥ 1)

with

dk = [Fk : Fk−1] (1 ≤ k ≤ t).

In this section we shall present an element β of U whose relative norm
NFt/Fk

(β) renders a generator of Fk over F0 for each index 1 ≤ k ≤ m.
First, we need a lemma.

Lemma 4.1. Let K be a number field and α be an algebraic integer for
which K(α) is Galois over K. Then, any nonzero power of 3α + 1 also
generates K(α) over K.

Proof. Let n be a nonzero integer. Suppose on the contrary that K((3α +
1)n) is properly contained in K(α). Then there exists an element ρ ∈
Gal(K(α)/K) with ρ 6= id fixing (3α + 1)n. Since 3α + 1 6= 0, we get
3αρ + 1 = ζ(3α + 1) for some |n|th root of unity ζ (6= 1), from which it
follows that

(8) 3(αρ − ζα) = ζ − 1 ( 6= 0).

Since αρ − ζα is a nonzero algebraic integer, we see that

(9) |NK(α)/Q(3(αρ − ζα))| = 3d|NK(α)/Q(αρ − ζα)| ≥ 3d

where d = [K(α) : Q]. On the other hand, since any Galois conjugate of
ζ−1 over Q is of the form ζs−1 for some integer s and |ζs−1| ≤ |ζs|+1 = 2,
we obtain

|NK(α)/Q(ζ − 1)| ≤ 2d.

But, this contradicts (8) and (9). Therefore we achieve the lemma. �

By the primitive element theorem, there is an algebraic integer βk which
generates Fk over Fk−1 for each index 1 ≤ k ≤ t. Furthermore, we may
assume that

(10) Fk = Fk−1(βnk ) for any nonzero integer n

in the sense of Lemma 4.1
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Theorem 4.2. With the notations as above, let

β = β1

t∏
s=2

βdss
NFs/Fs−1(βs)

.

Then, for any nonzero integer n the relative norm

NFt/Fk
(β)n

generates Fk over F0 for each index 1 ≤ k ≤ t.

Proof. We use the induction on m.
If t = 1, then we get β = β1, and so the assertion is obvious by (10).
Now, assume that the assertion holds for t = ` (≥ 1), and consider the

case where t = `+ 1. We then deduce that

NF`+1/F`
(β) = NF`+1/F`

(
β1

`+1∏
s=2

βdss
NFs/Fs−1(βs)

)

= NF`+1/F`

(
β1

∏̀
s=2

βdss
NFs/Fs−1(βs)

)
NF`+1/F`

(
β
d`+1

`+1

NF`+1/F`
(β`+1)

)

=

(
β1

∏̀
s=2

βdss
NFs/Fs−1(βs)

)d`+1NF`+1/F`
(β`+1)d`+1

NF`+1/F`
(β`+1)d`+1

=

(
β1

∏̀
s=2

βdss
NFs/Fs−1(βs)

)d`+1

.

Thus we obtain by induction hypothesis that for each index 1 ≤ k ≤ `

(11) Fk = F0(NF`/Fk
(NF`+1/F`

(β))n) = F0(NF`+1/Fk
(β)n) for any n 6= 0.

On the other hand, since F`+1/F0 is an abelin extension, so is F0(βn)/F0 by
Galois theory. This fact implies that F0(βn) contains NF`+1/F`

(β)n, and we
derive that

F0(NF`+1/F`+1
(β)n) = F0(βn)

= F0(βn)(NF`+1/F`
(β)n)

= F`(β
n) by (11) with k = `

= F`

((
β1

`+1∏
s=2

βdss
NFs/Fs−1(βs)

)n)
= F`(β

d`+1n
`+1 )
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= F`+1 by (10).

Hence the assertion is also true for t = `+ 1. This complete the proof. �

Example 4.3. Let K be an imaginary quadratic field other than Q(
√
−1)

and Q(
√
−3), and let θK be as in (5). For a sequence of integersN1, N2, . . . , Nt

(t ≥ 1) such that

2 ≤ N1 and N1|N2| · · · |Nt,

consider a tower of class fields

K ≤ K(N1) ≤ K(N2) ≤ · · · ≤ K(Nt).

For each index 1 ≤ k ≤ t and any nonzero integer n, the special value
g[ 0

1/Nk

](θK)12Nkn is an algebraic integer which generates K(Nk) over K by

Lemmas 3.4 (i) and 3.2 (iii). Thus the element

β = g[ 0
1/N1

](θK)12N1

t∏
s=2

g[ 0
1/Ns

](θK)12Ns[K(Ns):K(Ns−1)
]

NK(Ns)/K(Ns−1)
(g[ 0

1/Ns

](θK)12Ns)

satisfies

K(Nk) = K(NK(Nt)
/K(Nk)

(β)n) (1 ≤ k ≤ t)

by Theorem 4.2. Moreover, by Lemma 3.3 and (4), each denominator in
the above expression of β can be rewritten as

NK(Ns)/K(Ns−1)
(g[ 0

1/Ns

](θK)12Ns) =
∏

[u−Bv −Cvv u ]∈Ws/{±I2}

g[ v/Ns

u/Ns

](θK)12Ns ,

where min(θK ,Q) = x2 +Bx+ C ∈ Z[x] and

Ws =

{
γ =

[
u−Bv −Cv

v u

]
∈ GL2(Z/NsZ) | u, v ∈ Z/NsZ, γ ≡ ±I2 (mod Ns−1)

}
.

Remark 4.4. Let f be a nontrivial integral ideal of K. In 1964 Ra-
machandra ([10, Theorem 10]) constructed a theoretically beautiful univer-
sal generator of Kf with respect to relative norm by applying Kronecker’s
limit formula. His generator, however, seems to involve overly complicated
products of high powers of singular values of the Klein forms and the mod-
ular discriminant function.
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5. Normal bases

Let U/L be an abelian extension of number fields with d = [U : L] (≥ 2)
and G = Gal(U/L) = {g1 = id, g2, . . . , gd}. Take a nonzero algebraic integer
α which generates U over L. For each pair of

χ ∈ Ĝ and 0 ≤ m ≤ d− 1,

we let

S(χ,m) =
d∑

k=1

χ(g−1
k )αmk with αk = αgk .

Then it is an algebraic integer in U(ζd).

Lemma 5.1. For a given character χ ∈ Ĝ, at least one of

S(χ, 0), S(χ, 1), . . . , S(χ, d− 1)

is nonzero.

Proof. On the contrary, assume that

S(χ, 0) = S(χ, 1) = · · · = S(χ, d− 1) = 0.

Then, we derive that
S(χ, 0)
S(χ, 1)

...
S(χ, d− 1)

 =


∑d

k=1 χ(g−1
k )α0

k∑d
k=1 χ(g−1

k )α1
k

...∑d
k=1 χ(g−1

k )αd−1
k



=


α0

1 α0
2 · · · α0

d

α1
1 α1

2 · · · α1
d

...
...

. . .
...

αd−1
1 αd−1

2 · · · αd−1
d



χ(g−1

1 )
χ(g−1

2 )
...

χ(g−1
d )



=


0
0
...
0

 .
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Now that ∣∣∣∣∣∣∣∣
α0

1 α0
2 · · · α0

d

α1
1 α1

2 · · · α1
d

...
...

. . .
...

αd−1
1 αd−1

2 · · · αd−1
d

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∏

1≤i<j≤d

(αj − αi) 6= 0

by the Vandermonde determinant formula, we attain
χ(g−1

1 )
χ(g−1

2 )
...

χ(g−1
d )

 =


0
0
...
0

 ,
which is impossible. Therefore, at least one of

S(χ, 0), S(χ, 1), . . . , S(χ, d− 1)

must be nonzero as desired. �

Let
Ĝ = {χ1, χ2, . . . , χd}.

For each pair of

χi ∈ Ĝ and 0 ≤ m ≤ d− 1,

let
N(χi,m) = |NU(ζd)/Q(S(χi,m))|.

For a sequence of these d 2 nonnegative integer

N(χ1, 0), N(χ2, 0), . . . , N(χd, 0),
N(χ1, 1), N(χ2, 1), . . . , N(χd, 1),
. . . , . . . , . . . , . . . ,

N(χ1, d− 1), N(χ2, d− 1), . . . , N(χd, d− 1),

take a sequence of d 2 positive integers

M(χ1, 0),M(χ2, 0), . . . ,M(χd, d− 1)

as in the proof of Lemma 2.1. Here we observe that if S(χi,m) 6= 0, then
M(χi,m) ≥ 2 by the property (i) in Lemma 2.1.

Lemma 5.2. An element u ∈ U is a normal element for U/L if and only
if

d∑
k=1

χ(g−1
k )ugk 6= 0 for all χ ∈ Ĝ.
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Proof. See [3, Proposition 2.3]. �

Theorem 5.3. The element

β =
d−1∑
m=0

( d∑
i=1

1

M(χi,m)

)
αm

is a normal element for U/L.

Proof. Let χ ∈ Ĝ. By Lemma 5.1 we have

S(χ, t) 6= 0 for some integer 0 ≤ t ≤ d− 1.

Suppose on the contrary that

d∑
k=1

χ(g−1
k )βgk = 0.

Since

0 =
d∑

k=1

χ(g−1
k )

d−1∑
m=0

( d∑
i=1

1

M(χi,m)

)
αmk

=
1

M(χ, t)

d∑
k=1

χ(g−1
k )αtk +

d∑
k=1

∑
0≤m≤d−1,1≤i≤d

(χi,m)6=(χ,t)

1

M(χi,m)
χ(g−1

k )αmk

=
1

M(χ, t)
S(χ, t) +

d∑
k=1

∑
0≤m≤d−1,1≤i≤d

(χi,m)6=(χ,t)

1

M(χi,m)
χ(g−1

k )αmk ,

we get by multiplying
∏

0≤m≤d−1,1≤i≤dM(χi,m) that

S(χ, t)
∏

0≤m≤d−1,1≤i≤d
(χi,m)6=(χ,t)

M(χi,m) = M(χ, t) · (an algebraic integer).

It then follows from the fact

gcd

( ∏
0≤m≤d−1,1≤i≤d

(χi,m)6=(χ,t)

M(χi,m),M(χi, t)

)
= 1

that M(χ, t) (≥ 2) must divide S(χ, t), and hence it also divides the positive
integer N(χ, t) = |NU(ζd)/Q(S(χ, t))|. However, the fact

gcd(M(χ, t), N(χ, t)) = 1
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gives rise to a contradiction.
Therefore, we conclude by Lemma 5.2 that β forms a normal basis for

U/L. �

Example 5.4. Let K be an imaginary quadratic field of discriminant dK
other than Q(

√
−1) and Q(

√
−3). Let θK be as in (5). For an integer N

(≥ 2), the special value g[ 0
1/N

](θK)12N generates K(N) over K by Lemma

3.2 (iii), and is an algebraic integer by Lemma 3.4 (i). One can then apply
Theorem 5.3 to the case where U = K(N), L = K, G = Gal(K(N)/K),

Ĝ = {χ1, χ2, . . . , χd} and α = g[ 0
1/N

](θK)12N , and hence

d−1∑
m=0

( d∑
i=1

1

M(χi,m)

)
g[ 0

1/N

](θK)12Nm

is a normal element for K(N)/K.

Remark 5.5. Jung et al. showed in [3] that g[ 0
1/N

](θK)−12N` is a normal

element for K(N)/K for a sufficiently large positive integer `. But, they
couldn’t further express ` precisely in terms of dK and N . In other words,
they took ` so large that∣∣∣∣∣

(g[ 0
1/N

](θK)−12N)σ

g[ 0
1/N

](θK)−12N

∣∣∣∣∣
`

≤ 1

[K(N) : K]

for all σ ∈ Gal(K(N)/K) with σ 6= id.

6. Integrality of weakly holomorphic modular functions

Let N be a positive integer and h ∈ FN be weakly holomorphic (that is,
h is holomorphic on H). As we have seen in §3, Examples 4.3 and 5.4, the
integrality of special values of h plays an important role of finding concrete
and nontrivial examples. In this section we shall show that the integral-
ity of special values of h at all imaginary quadratic arguments implies the
integrality of h over Z[j] as a function.

Lemma 6.1. (i) Let f ∈ F1(ζN). If it is weakly holomorphic, then it
is a polynomial of j over Q(ζN).

(ii) For any imaginary quadratic argument θ ∈ H, j(θ) is an algebraic
integer.

Proof. (i) See [7, Theorem 2 in Chapter 5].
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(ii) See [7, Theorem 4 in Chapter 5].
�

Let K be an imaginary quadratic field of discriminant dK , and let θK be as
in (5). We denote the class number of K by h(K), that is, h(K) = [HK : K].
Due to Siegel and Deuring we have the following lemma.

Lemma 6.2. (i) h(K)→∞ as |dK | → ∞.
(ii) If p is any prime factor of |disc(j(θK), HK/K)|, then it does not split

in K, equivalently, (dK
p

) 6= 1.

Proof. (i) See [14].
(ii) See [2] or [7, §13.4].

�

Remark 6.3. Note that j has integer Fourier coefficients with respect to
q = e2πiτ [7, p. 45]. So, j(θK) is a real algebraic integer by the definition
(5) and Lemma 6.1 (ii), and hence min(j(θK), K) has integer coefficients.

Lemma 6.4. Let m and N be positive integers, and consider a function

(12) g(τ) = cmj(τ)m + · · ·+ c1j(τ) + c0 ∈ Q(ζN)[j(τ)].

Assume that g(θ) is an algebraic integer for every imaginary quadratic ar-
gument θ ∈ H. Then g(τ) belongs to Z[ζN ][j(τ)].

Proof. We can take a sufficiently large prime t such that −t ≡ 1 (mod 4)
and h(K) ≥ m + 1, when K = Q(

√
−t), by the Dirichlet theorem and

Lemma 6.2 (i). Let

j(θ1), j(θ2), . . . , j(θh(K))

be Galois conjugates of j(θK) over K (here, θK is an element of H depending
on K as given in (5)), where θk ∈ H (k = 1, 2, . . . , h(K)) give rise to ideal
class representatives [θk, 1] of K. Setting τ = θk (k = 1, 2, . . . ,m + 1) in
(12) we get a linear system (in unknowns c0, c1, . . . , cm)

1 j(θ1) · · · j(θ1)m

1 j(θ2) · · · j(θ2)m

...
...

. . .
...

1 j(θm+1) · · · j(θm+1)m



c0

c1
...
cm

 =


g(θ1)
g(θ2)

...
g(θm+1)

 .
Observe that all entries of the augmented matrix of the linear system are
algebraic integers by Lemma 6.1 (ii) and the hypothesis. Furthermore, since
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the determinant of the coefficient matrix is given by∏
1≤`<k≤m+1

(j(θk)− j(θ`))

by the Vandermonde determinant formula, we deduce that

(13) c0, c1, . . . , cm ∈
1

D
Z[ζN ], where D = |disc(j(θK), HK/K)|.

Let s1, s2, . . . , sν be all prime factors of D. Then one can also take a
suitably large prime v such that −v ≡ 1 (mod 4) and −v ≡ 1 (mod sk) for
all k = 1, 2, . . . , ν, and h(L) ≥ m + 1 with L = Q(

√
−v). In exactly the

same way as above we achieve that

(14) c0, c1, . . . , cm ∈
1

M
Z[ζN ], where M = |disc(j(θL), HL/L)|.

Now, let p be a prime factor of D so that p = sk for some index 1 ≤ k ≤ ν.
We then obtain (

dL
p

)
=

(
−v
sk

)
=

(
1

sk

)
= 1,

because −v ≡ 1 (mod 4) and −v ≡ 1 (mod sk). Thus p does not divide M
by Lemma 6.2 (ii), and hence we get gcd(D,M) = 1. Considering prime
ideal factorizations in Z[ζN ] we readily deduce from (13) and (14) that
c0, c1, . . . , cm lie in Z[ζN ]. Therefore, we accomplish the lemma. �

Remark 6.5. Lemma 6.4 is obvious when m = 0.

Let N be a positive integer. The field FN is a Galois extension of F1(ζN)
whose Galois group is isomorphic to SL2(Z/NZ)/{±I2}. More precisely, an
element γ in SL2(Z/NZ)/{±I2} acts on f ∈ FN by

fγ = f ◦ γ̃,

where γ̃ is any preimage of the reduction SL2(Z)→ SL2(Z/NZ)/{±I2} that
acts on H as fractional linear transformation ([12, §6.2]).

Theorem 6.6. Let h ∈ FN be weakly holomorphic. Then, h is inte-
gral over Z[j] if and only if h(θ) is an algebraic integer for any imaginary
quadratic argument θ ∈ H.

Proof. Assume that h is integral over Z[j], so h satisfies

(15) hn + an−1h
n−1 + · · ·+ a1h+ a0 = 0
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for some ak = ak(τ) ∈ Z[j(τ)] (k = 0, 1, . . . , n− 1). Let θ ∈ H be imaginary
quadratic. If we set τ = θ in (15), then we get

(16) h(θ)n + an−1(θ)h(θ)n−1 + · · ·+ a1(θ)h(θ) + a0(θ) = 0.

Since j(θ) is an algebraic integer by Lemma 6.1 (ii) and ak(θ) (k = 0, 1, . . . , n−
1) are polynomials of j(θ) over Z, we see from (16) that h(θ) is an algebraic
integer, too.

Conversely, assume that h(θ) is an algebraic integer for any imaginary
quadratic argument θ ∈ H. Let SL2(Z/NZ)/{±I2} = {γ1, γ2, . . . , γm}. For
each γk, let γ̃k be its preimage under the reduction SL2(Z)→ SL2(Z/NZ)/{±I2}.
Consider the polynomial

p(x) =
m∏
k=1

(x−hγk) =
m∏
k=1

(x−h◦γ̃k) = xm+bm−1x
m−1+· · ·+b1x+b0 ∈ F1(ζN)[x].

Since its coefficients bs = bs(τ) (s = 0, 1, . . . ,m − 1) are symmetric poly-
nomials of h ◦ γ̃k (k = 1, 2, . . . ,m) which are holomorphic on H, they are
polynomials of j(τ) over Q(ζN) by Lemma 6.1 (i). Furthermore, let θ ∈ H
be imaginary quadratic. Then, γ̃k(θ) (k = 1, 2, . . . ,m) lie in H and are
imaginary quadratic, too. And, it follows that (h ◦ γ̃k)(θ) = h(γ̃k(θ)) are
algebraic integers by our assumption, and hence their symmetric polynomi-
als bs(θ) (s = 0, 1, . . . ,m− 1) are also algebraic integers. The result follows
from Lemma 6.4. �
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HIGH ORDER DERIVATIVES OF THE SOLUTION TO A
CONDUCTIVITY EQUATION ARISING FROM

FIBER-REINFORCED COMPOSITES

KIHYUN YUN1

Abstract. When two perfectly conductors are located very closely to
each other, the electric field concentration occurs in the narrow region
in between neighboring inclusions. The field is expressed as a gradient
of the solution to a conductivity equation arising from fiber-reinforced
composites. In this paper. we establish the optimal blow-up estimate
for higher order derivatives of the solution in the narrow region.

1. Introduction

We define the inclusions D1 and D2 as

Di = B1

(
(−1)i

(
1 +

ε

2

)
, 0
)

for i = 1, 2. Here, the symbol ε means the distance between D1 and D2,
and it is supposed to be very small. For a a harmonic function H defined
in R2, let u be the solution u to the equation

(1) ∆u = 0 in R2 \ (D1 ∪D2)
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Key words and phrases. High Order Derivatives, Conductivity Equation, Fiber-

reinforced Composites.
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with the conditions

(2)



u = c1 on ∂D1,

u = c2 on ∂D2,∫
∂D1

∂νuds =

∫
∂D2

∂νuds = 0,

u−H = O
(

1
|(x,y)|

)
as |(x, y)| → ∞.

Here, the constants c1 and c2 depend on H and ε, and the normal unit
vector ν points toward the inside of D1 or D2. Let Ω be a domain as

Ω = (−3, 3)× (−2, 2)

which contains D1 and D2.
The problem to estimate the gradient ∇u was raised by Babus̆ka related

to material failure of composites [4]. In fiber-reinforced composites, shear
stress concentration occurs in very narrow region in between neighboring
fibers. The gradient ∇u implies the shear stress when u is the out-of-plane
displacement Many intensive studies on the estimate have been successfully
done due to practical significance [18, 17, 16, 7]. The optimal blow-up rate
of |∇u| is 1√

ε
for small distance ε [3, 2, 22, 23], and moreover, asymptotic

behavior of ∇u was also obtained [1, 10, 11]. Such problem has been inves-
tigated in a large variety of ways [5, 6, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 21, 24].

In this paper, we establish the optimal blow-up estimate for higher order
derivatives of the solution in the narrow region by upper and lower bounds.
Thus, the generic blow-up rates for general order derivatives are obtained.

Theorem 1.1 (Upper Bounds). For a harmonic function H defined in R2,
let u be the solution to the equation (1) satisfying the conditions (2). Then,
there is a constant Cn > 0 for any n = 1, 2, 3, · · · such that

‖Dnu‖L∞(Ω\D1∪D2) ≤ Cnε
−n

2

for any n = 1, 2, 3, · · · .

Theorem 1.2 (Lower Bounds). Suppose that

H(x, y) = x

for any (x, y) ∈ R2 and u is the solution to the equation (1) for H. Then,

there is a constant C̃n > 0 for any n = 1, 2, 3, · · · such that

‖Dnu‖L∞(Ω\D1∪D2) ≥ C̃nε
−n

2 .
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2. The proofs of Theorems

Let q be a solution to

∆q = 0 in R2 \ (D1 ∪D2)

with the conditions

q = d1 on ∂D1,

q = d2 on ∂D2,

−
∫
∂D1

∂νqds =

∫
∂D2

∂νqds = 1,

q = O
(

1
|(x,y)|

)
as |(x, y)| → ∞.

Here, the constants d1 and d2 depend on ε. Then,

q(x, y) =
1

2π

(
log
∣∣(x, y)−

(
−
√
ε− p, 0

)∣∣− log
∣∣(x, y)−

(√
ε+ p, 0

)∣∣)
with p = O(ε) as ε→∞.

Lemma 2.1 ([10]). For a harmonic function H defined in R2, let u be the
solution to the equation (1) satisfying the conditions (2). Then, one can
prove the expression of u as

u = αq + r.

The constant α is given as

α =
2π√
ε

(
H(
√
ε+ p, 0)−H(−

√
ε− p, 0)

)
and

|r(x, y)| ≤ C1 exp

(
C2

|y|+
√
ε

)
in the narrow region in between D1 and D2.

This lemma is derived from the results in [10].

2.1. Proof of Theorem 1.1. The function r is constant on ∂D1 ∪D2 and

|r(x, y)| ≤ C1 exp

(
C2

|y|+
√
ε

)
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in the narrow region in between D1 and D2. Thus, the standard estimate
for harmonic functions provides the boundedness of Dnr as follows: for any
n = 1, 2, 3, · · · , there is a constant C such that

|Dnr| ≤ C.

On the other hand, direct calculus yields

|α| ≤ C∗

for a constant C∗ depending on H, regardless of ε, and we also get

|Dnq(x, y)|

≤ C1

(∣∣∣Dn log
∣∣(x, y)−

(
−
√
ε− p, 0

)∣∣ ∣∣∣− ∣∣∣Dn log
∣∣(x, y) +

(√
ε+ p, 0

)∣∣ ∣∣∣)
≤ C2ε

−n
2

in R2 \ (D1 ∪D2). Therefore, we are done. �

2.2. Proof of Theorem 1.2. We consider two case when n is odd, and
when n is even. We assume that

H(x, y) = x.

In the first case when n = 2k − 1 for some k = 1, 2, 3, · · · , we have

Dn
xq(0, 0)

≥
(
Dn
x log

∣∣(x, y)−
(
−
√
ε− p, 0

)∣∣−Dn
x log

∣∣(x, y) +
(√

ε+ p, 0
)∣∣) ∣∣∣

(0,0)

≥
(
Dn
x log

∣∣(x, y)−
(
−
√
ε− p, 0

)∣∣) ∣∣∣
(0,0)

≥ C2ε
−n

2

In the second case when n = 2k for some k = 1, 2, 3, · · · , a simple calcu-
lation yields

Dn−1
x Dyq(0, 0)

≥
(
Dn−1
x Dy log

∣∣(x, y)−
(
−
√
ε− p, 0

)∣∣−Dn−1
x Dy log

∣∣(x, y) +
(√

ε+ p, 0
)∣∣) ∣∣∣

(0,
√
ε)

≥
(
Dn−1
x Dy log

∣∣(x, y)−
(
−
√
ε− p, 0

)∣∣) ∣∣∣
(0,
√
ε)

≥ C2ε
−n

2 .

Therefore, since α ' 4π and |Dnr| ≤ C, we have the desirable lower
bounds. �
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이항 회귀함수의 커널 추정법에 관한 연구1 

 

정신애2, 강기훈3 

 

요약 : 회귀분석에서 반응변수가 0, 1 두 가지 값을 취하는 경우인 이항 회귀함수를 추정하는 문제를 

다루었다. 이를 위하여 여러 모형을 이용하여 각각에 주어진 이항 회귀함수에 가장 적합한 평활량을 

선정해보고 추정값을 비교해본다. 평활량을 선택하기 위한 방법으로는 우도함수에 기초한 

교차확인법과 플러그인 방법의 두 가지 접근법을 소개하고 그 성능을 다양한 모형하에서 비교한다. 

 

1.  서 론 

 

이항 회귀분석을 위한 공변량과 반응변수의 관측치를 {(𝑋𝑖 , 𝑌 𝑖) | 𝑌𝑖 = 0, 1, 𝑖 =

1, ⋯ , 𝑛}  라고 가정하고, 𝑋|𝑌 = 1 ~ 𝑓(𝑥),   𝑋|𝑌 = 0 ~ 𝑔(𝑥)이라 하자. 즉, 𝑌 = 1인 경

우의 공변량 𝑋𝑖들의 확률밀도함수를 𝑓(𝑥), 𝑌 = 0인 경우 𝑋𝑖들의 확률밀도함수를 

𝑔(𝑥)라 한다. 이 때, 공변량 𝑋𝑖가 주어졌을 때, 반응변수 𝑌𝑖의 값을 추정하는 것

이 이항 회귀분석이다. 공변량 𝑋𝑖가 일차원인 경우에 단변량 이항 회귀분석이 된

다. 본 논문에서는 단변량 이항회귀 함수를 추정하기 위해 단일 및 이중 평활량

을 이용한 커널형 추정법인 Nadaraya-Watson 방법을 적용한다. 

이를 위하여 여러 모형을 이용하여 각각에 주어진 이항 회귀함수에 가장 적합

한 평활량을 선정해보고 추정값을 비교해본다. 또한, 평활량을 선정하기 위한 방

법으로는 교차확인법 (cross-validation)과 플러그인방법 (plug-in) 두 가지 접근

법을 소개하고 그 효과를 연구한다. 먼저 Signorini and Jones (2004)에서 언급

된 바와 같이, 이항 회귀함수 추정을 위한 기본적인 아이디어는 다음과 같다.  

이항 회귀 함수식은 𝜆(𝑥) = 𝑃𝑟 (𝑌 = 1|𝑋 = 𝑥)로 나타내며, 이 때 𝑌는 이항 반응

변수이고, 𝑋는 연속인 공변량이다. 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)가 각각 앞에서 정의한 확률밀도함

                         
1 이 논문은 2016학년도 한국외국어대학교 학술연구비 지원에 의하여 이루어진 것임. 
2 한국외국어대학교 대학원 통계학과 석사 
3 한국외국어대학교 자연과학대학 통계학과 교수 
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수라 할 때, ℎ(𝑥) = 𝜋1𝑓(𝑥) + 𝜋2𝑔(𝑥), 𝜋2 = 1 − 𝜋1라 하면 ℎ(𝑥)는 전체 𝑌에 대한 

확률밀도함수가 된다. 그리하면, 이항 회귀 함수식은 

𝜆(𝑥) = 𝑃𝑟(𝑌 = 1|𝑋 = 𝑥) =  
𝜋1𝑓(𝑥)

𝜋1𝑓(𝑥) + (1 − 𝜋1)𝑔(𝑥)
=

𝜋1𝑓(𝑥)

ℎ(𝑥)
               (1.1) 

와 같다.  

주어진 자료가  {(𝑋𝑖 , 𝑌 𝑖), 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑠}라고 가정할 때, 표본 중에 𝑚개는 성공, 즉 

𝑌 = 1인 경우이고, 𝑛 = 𝑠 − 𝑚개는 실패, 즉 𝑌 = 0이라고 하자. 이 때, 𝑓와 𝑔의 커

널밀도함수 추정치는 다음과 같이 나타낼 수 있다.   

𝑓(𝑥) = 𝑚−1 ∑ 𝑌𝑖 𝐾𝑎(𝑥 − 𝑋𝑖)

𝑠

𝑖=1

 

𝑔̂(𝑥) = 𝑛−1 ∑(1 − 𝑌𝑖 ) 𝐾𝑏(𝑥 − 𝑋𝑖)

𝑠

𝑖=1

 

이 때, 𝑎와 𝑏는 각각 성공과 실패 자료에 기초해서 추정된 밀도함수의 부드러운 

정도를 조절하는 평활량(bandwidth)이며, 커널 함수 𝐾는 대칭적인 확률밀도함수

로 𝐾𝑐(𝑢) = 𝑐−1𝐾( 𝑢 𝑐⁄ )를 의미한다.  

 

2. 이항 회귀함수의 추정 

 

식 (1.1)의 이항 회귀함수 𝜆(𝑥)를 비모수적으로 추정하기 위한 식은 (2.1)과  같

이 𝑓와 𝑔를 커널밀도함수로 추정하여 식 (1.1)에 대입하여 사용할 수 있다.  

𝜆̂𝑎,𝑏,𝑐(𝑥) =  
𝑚𝑓𝑎(𝑥)

𝑚𝑓𝑏(𝑥) + 𝑛𝑔̂𝑐(𝑥)
                                           (2.1) 

이 때, 𝜋1과 𝜋2는 각각 
𝑚

𝑠
과 

𝑛

𝑠
으로 대체한 것이다. 사실상 평활량을 세 개로 설정

할 수도 있지만 여기서 𝑎와 𝑏는 동일한 분포를 추정하기 위한 평활량이기 때문

에 다르게 설정할 필요가 없으므로 모든 경우 𝑎 = 𝑏로 설정하였다. 따라서 𝑓와 

𝑔에 대해 단일 평활량으로 설정하는 경우인 𝜆̂𝑎와, 𝑓와 𝑔에 대하여 각각 하나씩

의 평활량을 사용하는 경우인 𝜆̂𝑎,𝑐만을 알아본다. 𝜆̂𝑎와 𝜆̂𝑎,𝑐의 식은 각각 식 (2.2), 
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(2.3)과 같다. 

𝜆̂𝑎 =  
𝜋̂1𝑓𝑎(𝑥)

𝜋̂1𝑓𝑎(𝑥) + 𝜋̂2𝑔̂𝑎(𝑥)
=  

∑ 𝑌𝑖 𝐾𝑎(𝑥 − 𝑋𝑖)
𝑠
𝑖=1

∑ 𝐾𝑎(𝑥 − 𝑋𝑖)
𝑠
𝑖=1

                             (2.2) 

𝜆̂𝑎,𝑐 =  
𝜋̂1𝑓𝑎(𝑥)

𝜋̂1𝑓𝑎(𝑥) + 𝜋̂2𝑔̂𝑐(𝑥)
=  

∑ 𝑌𝑖 𝐾𝑎(𝑥 − 𝑋𝑖)
𝑠
𝑖=1

∑ 𝑌𝑖𝐾𝑎(𝑥 − 𝑋𝑖)
𝑠
𝑖=1 + ∑ (1 − 𝑌𝑖)𝐾𝑐(𝑥 − 𝑋𝑖)

𝑠
𝑖=1

        (2.3) 

 

3. 모의실험 

 

3.1 실험의 설계  

 

본 장에서는 모의실험을 통해 앞장에서 설명한 추정법의 성능을 비교, 검증해 보

고자 한다. 분석에 필요한 데이터 생성과 모형 추정은 공개용 통계 프로그램 R

을 이용하여 구현하였다. 모의실험은 총 4가지의 모델로, 모든 경우에 성공자료

의 함수인 𝑓는 표준정규분포(standard normal density)로 설정하였으며, 모델 2

를 제외한 모든 경우는 𝜋1 = 0.5로 하였다. 그리고 실패자료의 함수인 𝑔는 각각 

다음과 같다.  

 

⚫ 모델 1 : 𝑔~𝑁(0.5, 1) ; 평균을 다르게 한다. 

⚫ 모델 2 : 𝑔~𝑁(1, 1), 𝜋1 = 0.2 ; 사전 확률을 다르게 한다. 

⚫ 모델 3 : 𝑔~𝑁(0.5, 0.82) ; 분산을 다르게 한다. 

⚫ 모델 4 : 𝑔~𝐶𝑎𝑢𝑐ℎ𝑦(0.8) ; 코쉬분포 

 

각 모델 1부터 4까지에 대응하는 이항 회귀함수 𝜆는 [그림 1]과 같이 나타나는

데, 처음 두 모델은 로지스틱 규모에서 선형모형이며 다음 모델은 2차 형태를 나

타낸다. 
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[그림 1] 각 모델 1-4에 대한 𝜆의 그림 

 

각 모델은 𝑋들의 혼합 분포로부터 총 200개의 표본을 생성하는 과정을 100번 

반복하고, 추정치는 Biweight 커널 함수, 𝐾(𝑧) = (15 16)(1 − 𝑧2)2⁄ 𝐼(|𝑧| < 1)를 이

용하였다. 격자점(grid)은 [-4,4] 범위에서 총 401개의 점, 𝑥1, ⋯ , 𝑥401로 선정하

였으며 각 격자점에서 추정치를 평가하였다. 추정치의 성능을 평가하는 방법은 

가중적분제곱오차로 식은 다음 (3.1)과 같다. 

𝑊𝐼𝑆𝐸(𝜆̂) =  ∑ ℎ2(𝑥𝑗){𝜆̂

401

𝑗=1

(𝑥𝑗) − 𝜆(𝑥𝑗)}                                      (3.1) 

각 평활량마다 100번의 시뮬레이션을 통해 중앙값을 구하고 그 가중제곱오차 값 

중 가장 최소의 값이 최상의 값이라고 할 수 있다 

 



제목 (신명조 9pt, 영문은 Times New Roman  9 pt) 홀수 페이지 

 5 

3.2 평활량의 선택  

 

이항 회귀함수에서 자료에 잘 적합한 평활량을 자동적으로 선택할 수 있는 방법

으로 플러그인 선택법과 교차확인법을 고려하고자 한다.  플러그인 선택법은 커

널밀도추정에서 평활량을 선택하는데 사용되는데, 이 방법은 Sheather and 

Jones (1991)와 Wand and Jones (1994)에서 제안하고 다루었다. 자료에서

𝑋|𝑌 = 1 ~ 𝑓(𝑥),   𝑋|𝑌 = 0 ~ 𝑔(𝑥)으로 각각의 커널밀도추정을 위한 평활량을 선택

하기 위하여 플러그인방법 방법을 이용한다. 이는 점근적으로 최적의 평활량을 

구하기 위한 수식 과정 중에서, 알 수 없는 함수(unknown functionals)를 커널추

정으로 대체시키는 것이며 가장 처음의 추정은 정규분포를 사용한다.  

평활량을 선택하는 방법 중 하나인 교차확인법은 최소제곱 교차확인법, 우도 

교차확인법, 편향 교차확인법 등이 있다. 본 논문에서는 우도 교차확인법을 이용

하였고 이는 Haberman(1974) 와 Duin(1976)이 우도 개념을 사용하여 평활량을 

선택하는 방법을 제시하였다. 제시된 우도 교차확인법은 다음 식 (3.2)의 교차확

인법의 목표함수 값이 최대로 될 때의 평활량 ℎ를 선택하는 것이다.  

𝐶𝑉(ℎ) =    
1

𝑛
 ∑ 𝑙𝑜𝑔𝑓−𝑖(𝑋𝑖

𝑛

𝑖=1

)                                            (3.2) 

이 때, 𝑓−𝑖(𝑋𝑖)는 관측자료 𝑋𝑖 가 생략된 관측 자료로부터의 커널밀도추정값으로 

다음과 같다. 

𝑓−𝑖(𝑋𝑖) =  
1

(𝑛 − 1)ℎ
 ∑ 𝐾 (

𝑥 − 𝑋𝑗

ℎ
)

𝑗≠𝑖

 

 

3.3 모의실험 결과  

 

각 모델에서 세 가지의 평활량 선택 방법으로 구한 가중적분제곱오차의 중앙값

의 결과값이 다음의 [표 1]과 같다. 코쉬분포를 갖는 모델 4와 같이 몇 개의 모
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델은 분산이 크므로 오차가 크고 시뮬레이션 100번 반복하여 얻은 가중적분제곱

오차 값이 치우쳐 있기 때문에 모든 모델에 대한 가중적분제곱오차의 평균이 아

닌 중앙값으로 나타내었다. 또한 [표 1]의 결과에 있는 가중적분제곱오차는 106

을 곱하여 나타낸 것이다. 모델 1과 2에서는 교차확인법의 결과가 더 좋은 반면 

나머지 모델에서는 플러그인방법의 성능이 더 좋지만 두 방법에 큰 차이는 없는 

것으로 보인다.  

 

[표 1] 각 모델에 대한 가중적분제곱오차(× 106)의 중앙값 

모델 플러그인 방법 교차확인법 

1 : 정규분포 𝑁(0.5, 1) 612 554 

2 : 정규분포 𝑁(1, 1), 𝜋1 = 0.2 1960 1188 

3 : 정규분포 𝑁(0.5, 0.64) 4446 4673 

4 : 코쉬분포  4957 13344 

 

다음의 [그림 2]는 플러그인 방법을 이용하여 평활량을 구한 후 추정한 𝑓와 𝑔 

분포인데, 이는 시뮬레이션 100번 중 자료에 가장 최적 적합된 것을 대표적으로 

선정하여 6개의 모델을 그려본 것이다. 각각의 자료의 분포와 𝑓와 𝑔분포를 볼 

수 있는데, 그림 상으로 보아서도 분포의 추정이 잘 된 것을 알 수 있다. 

 

4. 결론 및 토의 

 

본 논문에서는 단변량의 경우 이항 회귀함수를 추정함에 있어서 커널추정법을 

이용하였다. 그 효과 분석을 위한 모의실험에서는 여러 가지 모형을 설정하고 두 

가지의 평활량 선택법을 이용하여 가중적분제곱오차로 그 성능을 비교하였다. 우

선, 성공자료와 실패자료 모두 다른 분포로부터 나왔기 때문에, 즉 𝑓와 𝑔가 다르
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기 때문에 성공자료와 실패자료의 평활량을 다르게 설정하였다. 즉, 각각의 다른 

평활량을 적용하여 확률밀도함수를 추정해야 더 적절한 추정이 된다.  

 

 

 

 

 

[그림 2] 플러그인방법을 이용하여 추정한 𝑓와 𝑔 분포의 그림 

 

성공과 실패 각각의 커널밀도함수 추정을 위한 평활량을 선택하는 방법으로는 

두 가지로 플러그인 방법, 우도 교차확인법을 이용해보았다. 현실적으로 구현이 

가능한 두 방법의 성능에는 크게 차이가 없었고 모델 1과 2에 대해서는 교차확

인법이, 나머지에 대에서는 플러그인방법이 우수했다.  
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중도절단선형회귀모형에서 붓스트랩에 의한 신뢰구간 

비교연구1 

 

이성희, 김준영, 양성준2 

 

요약 : 중도절단이 존재하는 회귀모형에서 자료변환법에 의한 추정량의 표본분포를 근사하기 위한 

여러 가지 붓스트랩 방법들을 비교 연구한다. 단순선형회귀모형에서 기울기에 대한 구간추정의 

정확도를 관찰하고, 중도절단으로 인해 발생하는 모형의 이분산성을 효과적으로 해결할 수 있는지 

살펴본다. 

 

서 론 

 

붓스트랩(bootstrap)은 통계량의 표본분포를 근사할 수 있는 매우 간단하고 

효과적인 방법이며, 적당한 가정 하에서 표본의 크기와 붓스트랩 반복수가 

충분히 크면 실제 통계량의 분포와 매우 유사한 결과를 얻을 수 있음이 알려져 

있다. 특히, 통계량의 표본분포를 직접 계산하는 것이 어렵거나, 계산이 

가능하더라도 분포를 결정하는 모수의 값을 얻기가 힘든 경우에도 그 적용과 

확장이 용이하다는 장점을 가지고 있다.  

본 연구에서는 반응변수에 우측중도절단(right censoring)이 존재하는 

선형회귀모형에서 붓스트랩에 의한 기울기의 구간추정이 얼마나 효과적으로 

이루어질 수 있는지를 살펴볼 것이다.  

우측중도절단이 존재하는 경우 기존에 알려져 있는 회귀기법들을 그대로 

적용하는 것은 불가능하다. 이를 해결하기 위한 방법들 중 하나가 

조건부회귀함수의 값을 보존하는 자료변환법을 사용하는 것인데 Buckley & 

James (1979), Koul et. al. (1981), Leurgans(1987) 등에서 제안된 방법들이 

                         
1 이 논문은 2016학년도 한국외국어대학교 학술연구비 지원에 의하여 이루어진 것임. 
2 한국외국어대학교 자연과학대학 통계학과 조교수 
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대표적이며, 적절한 조건 하에서 각 방법에 따른 선형회귀모형의 기울기에 대한 

추정량의 점근분포가 정규분포를 따름을 보일 수 있다. 그러나 점근분포의 

분산이 복잡한 형태로 주어지게 되고, 절단비율(censoring percentage) 등에 

의존하는 추정이 필요한 또 다른 모수를 포함하게 된다. 그에 따라 기울기에 

대한 신뢰구간(confidence interval)을 구성하는 데에 어려움이 생기게 된다. 

우측중도절단이 존재하는 경우 붓스트랩에 대해서는 Efron (1981), Van Keilgom 

& Veraverbeke (1997), Aerts et. al. (1994) 등에서 연구되었으나 추정대상이 

생존함수(survival function), 조건부생존함수(conditional survival 

function)이거나 추정이 추정방정식(estimating equation)에 의한 것에 대한 

연구가 대부분이며, 위에서 언급한 자료변환법에 의해 회귀함수를 추정하는 

상황에서는 연구가 미진한 상황이다. 최근 자료변환법에 의한 회귀함수의 

비모수적 추정연구가 활발하게 이루어지고 있으며, 이에 따라 회귀함수에 대한 

구간추정이나 검정에 대한 추가연구가 필요할 것으로 여겨지므로 붓스트랩에 

기반한 추론에 대한 검토가 필요하다 하겠다. 

본 연구에서는 가장 간단한 선형회귀모형에서 자료변환법에 의한 추정을 할 

때, 기울기의 신뢰구간 구성을 위한 여러가지 붓스트랩 방식을 모의실험을 통해 

비교하여 볼 것이다. 이에 따라 향후 더 복잡한 모형 하에서의 적용 가능성을 

살펴본다. 

 

본론 

 

본 연구에서는 여러 자료변환법 중 Koul et. al. (1981) 방식을 사용하였다. 또한 

문제를 단순화시키기 위해 단순선형회귀모형에서 기울기를 추정하는 문제에만 

국한시켰다. (Y, 𝑋) ∈ 𝑅 × 𝑅 를 반응변수 및 설명변수이고, (Yi, 𝑋𝑖), i = 1, … , n 가 

그에 대한 임의표본이라 하자. 또한, 절단변수가 C이고 G가 그 누적분포함수일 

때 다음과 같은 변환을 고려하면  
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Yi
𝐺 =

𝛿𝑖𝑇𝑖

1 − 𝐺(𝑇𝑖)
   

(조건부)회귀함수의 값이 E(𝑌|𝑋 = 𝑥) = E(𝑌𝐺|𝑋 = 𝑥) 와 같이 보존되어 Yi
𝐺  를 

반응변수처럼 간주하여 회귀함수를 추정할 수 있다. (여기서 Ti = min (Yi. Ci), δi =

𝐼(𝑌𝑖 ≤ 𝐶𝑖)  이다.) 회귀함수의 기울기를 𝛽 라 하면, 자료변환법에 의한 

최소제곱추정량 𝛽̂G는 점근적으로 비편향되어 있으며 정규분포를 따르게 되는데 

𝛽̂G의 점근적분산이 절단비율에 의존할 뿐 아니라 G에도 의존하게 되는 등 그 

추정이 쉽지 않다. 따라서, 붓스트랩을 이용하여 그 분산을 추정할 수 있다면 

매우 효과적일 것이다.  

선형회귀모형 하에서의 붓스트랩 방식은 기본적으로 두 가지 접근이 가능한 

것으로 알려져 있다. 첫 번째 방식은 잔차붓스트랩(bootstrapping the 

residuals)으로 오차항에 대한 등분산성을 가정한 채, 잔차들의 

경험적분포함수(Empirical distribution function)에 기반한 붓스트랩을 실행하는 

것이다. 두 번째 방식은 쌍붓스트랩(bootstrapping the pairs)으로 (Yi, 𝑋𝑖), i =

1, … , n 의 2 차원 경험적 분포함수에 기반한 붓스트랩을 실행하는 것으로 

오차항에 대한 등분산 가정이 필요없다. 중도절단이 존재할 때 붓스트랩 실행을 

위한 자세한 알고리즘들은 후술하겠다. 

본 연구에서 고려하는 모형은 중도절단으로 인하여 오차항의 이분산성이 

필연적으로 발생하게 되는 경우가 많다. 만약 중도절단이 없다고 전제한 원 모형 

𝑌𝑖 = 𝛼 + 𝛽𝑋𝑖 + 𝜖𝑖 

에서는 등분산성이 만족되더라도 자료변환된 이후의 모형 

𝑌𝑖
𝐺 = 𝛼 + 𝛽𝑋𝑖 + 𝜖𝑖

𝐺 

에서는 절단변수의 분포함수 G 의 토대(support)위치에 따라서 𝑌𝑖
𝐺 의 

(조건부)분산이 달라질 수 있기 때문이다. 즉, 이러한 경우 잔차붓스트랩은 

정상적으로 작동하지 않을 가능성이 크다.  

 오차항의 이분산성을 해결하기 위하여 제안된 방식 중 하나가 

와일드붓스트랩(wild bootstrap)이다. 본 연구에서는 전술한 두 방식과 
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와일드붓스트랩까지 총 3 가지의 붓스트랩 방식을 적용하여 기울기의 구간추정의 

정확도를 관찰할 것이다. 

 

실 험 

 

모의실험에 사용할 기초 모형은  

𝑌𝑖 = 𝛼 + 𝛽𝑋𝑖 + 𝜖𝑖 

이고, α = 1, β = 1 로 설정하였다. Xi~𝑈𝑛𝑖𝑓(1, 20) 로 설정하고, 절단변수는 

𝐶~𝑁(𝜇, 52) 로 두었다. 절단비율(PC : percentage of censoring)이 약 10%, 

30%가 되도록 𝜇 의 값을 적절히 선택하였으며, 비교를 위해 중도절단이 없는 

경우도 함께 고려하였다. 오차항은 𝜖~𝑁(0, 12)으로 설정하였으며, 표본의 크기는 

25, 100, 400을 동시에 고려하여 표본의 크기가 커짐에 따라 추정의 정확성이 

증가하는지를 살펴보았다. 또한, 변환된 반응변수 𝑌𝐺에서 분포함수 𝐺는 모르는 

경우가 일반적이므로 이의 추정을 위해 Kaplan-Meier 추정량 𝐺̂을 사용하였다. 

단, 𝐺의 추정이 붓스트랩의 효율성에 미치는 영향을 제거하기 위하여 추정량이 

아닌 실제 분포함수 𝐺 를 사용한 경우도 함께 고려하였으며 결과를 비교해 

보았다. 붓스트랩 반복수는 총 2000회로 설정하고 구간추정을 위한 신뢰수준은 

95%로 하였으며,  bootstrap-t와 pivotal과 같은 두 가지 다른 붓스트랩 

신뢰구간을 산출하였다. 총 반복횟수는 500번으로 설정하였고, 신뢰구간 내에 

실제 모수의 값( β = 1 )이 포함되는 비율(CP : coverage proportion)을 

계산함으로써 구간추정의 정확성을 측정하였다. 

Coverage Proportion =
1

500
∑ 𝐼(𝐿𝑜𝑤𝑒𝑟 𝐿𝑖𝑚𝑖𝑡 𝑜𝑓 𝐶𝐼[𝑘] ≤ 𝛽 ≤ 𝑈𝑝𝑝𝑒𝑟 𝐿𝑖𝑚𝑖𝑡 𝑜𝑓 𝐶𝐼[𝑘]) 

500

k=1

 

 

(1) 신뢰구간  

- Bootstrap-t 신뢰구간 
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bootstrap-t 신뢰구간은 다음과 같이 얻게 된다. 𝜎가 𝛽̂의 표준편차 일 때, 
𝛽̂−𝛽

𝜎
의 

분포의 하위 1 − 𝛼/2 , 𝛼/2  분위수를 각각 ℎ1−𝛼/2, ℎ𝛼/2 라 하면 𝛽 에 대한 

신뢰구간은 다음과 같이 주어질 것이다. 

(𝛽̂ − 𝜎ℎ1−𝛼/2, 𝛽̂ − 𝜎ℎ𝛼/2 ) 

일반적으로 𝜎 가 알려져 있지 않으나 만약 일치추정량 𝜎̂ 이 있다면 Slutsky’s 

theorem에 의해 

(𝛽̂ − 𝜎̂ℎ1−𝛼/2, 𝛽̂ − 𝜎̂ℎ𝛼/2 ) 

이 신뢰구간이 될 것이다. 만약 분포의 형태를 모르거나 계산이 어렵다면 

붓스트랩에 의하여 ℎ1−𝛼/2, ℎ𝛼/2를 그 추정량으로 대체한 

(𝛽̂ − 𝜎̂ℎ1−𝛼/2
∗ , 𝛽̂ − 𝜎̂ℎ𝛼/2

∗ ) 

가 신뢰구간이 되며 이를 bootstrap-t 신뢰구간이라 한다.  

 

- Pivotal 신뢰구간 

𝛽̂ − 𝛽의 점근적 분포를 알고 있고, 해당 분포가 𝐻(∙)이며 분포의 하위 1 − 𝛼/2, 

𝛼/2  분위수를 각각 𝑢1−𝛼/2, 𝑢𝛼/2 라 하면, 𝛽 에 대한 신뢰구간은 다음과 같이 

주어진다. 

(𝛽̂ − 𝑢1−𝛼/2, 𝛽̂ − 𝑢𝛼/2) 

붓스트랩에 의하여 𝐻의 분포를 추정하여, 𝑢1−𝛼/2, 𝑢𝛼/2를 대체하면, 

(𝛽̂ − 𝑢∗
1−𝛼/2, 𝛽̂ − 𝑢∗

𝛼/2) 

와 같은 형태가 되며, 𝛽̂의 분포는 𝛽̂ − 𝛽의 분포를 𝛽만큼 평행이동한 것으로 볼 

수 있으므로 두 분포의 분위수 사이에는 𝛽만큼의 차이가 존재한다. 따라서 위 

구간은 다음과 같이 근사가 가능하다. 

 (2𝛽̂ − 𝑣1−𝛼/2
∗ , 2𝛽̂ − 𝑣𝛼/2

∗ ) 

여기서, 𝑣𝑎
∗는 𝛽̂의 하위 𝑎분위수이다. 이를 Pivotal 신뢰구간이라 한다. 

 

(2) 붓스트랩 방식 
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- 잔차붓스트랩 (Bootstrapping the residuals) 

잔차붓스트랩 방법을 단계적으로 표현하면 다음과 같이 나타낼 수 있다. 

 

(단계 1) 변환된 반응변수  𝑌𝑖
𝐺계산 

(단계 2) ( 𝑋𝑖 , 𝑌𝑖
𝐺)로부터 계수추정치 및 잔차 𝛼̂, 𝛽̂과 𝑒𝑖 계산 

(단계 3) 𝑒𝑖로부터 붓스트랩 표본 𝑒𝑖
∗ 추출 

(단계 4) 각 붓스트랩 표본으로부터 𝑌𝑖
𝐺∗ = 𝛼̂ + 𝛽̂𝑋𝑖 + 𝑒𝑖

∗에 의해 𝑌𝑖
𝐺∗계산 

(단계 5) ( 𝑋𝑖 ,  𝑌𝑖
𝐺∗ )로부터 𝛽̂∗ 계산 

(단계 6) 𝑈∗ =
𝛽̂∗ −𝛽̂

𝜎̂∗√𝑐11
 로부터 분위수 𝑢1−𝛼/2

∗ , 𝑢𝛼/2
∗  추정 

단, 𝜎̂∗ = √
1

𝑛−2
𝑒𝑖

∗2, 𝑐11 = ((𝑋𝑇𝑋)−1)11 , X: design matrix   

 

𝐺 대신 𝐺̂을 사용하는 경우에도 같은 과정을 거쳐 붓스트랩을 실행하였으며 이에 

대한 CP 값을 <표1>과 <표4>에 나타내었다. 

 

- 쌍붓스트랩 (Bootstrapping the pairs) 

쌍붓스트랩 방법을 단계적으로 표현하면 다음과 같이 나타낼 수 있다. 

 

(단계 1) ( 𝑋𝑖 ,  𝑇𝑖 , 𝛿𝑖  )로부터 붓스트랩 표본 ( 𝑋𝑖
∗, 𝑇𝑖

∗, 𝛿𝑖
∗ ) 추출 

(단계 2) ( 𝑋𝑖
∗, 𝑇𝑖

∗, 𝛿𝑖
∗ )로부터 변환된 붓스트랩 반응변수 𝑌𝑖

𝐺∗계산 

(단계 3) 각 붓스트랩 표본으로부터 𝑌𝑖
𝐺∗ = 𝛼̂ + 𝛽̂𝑋𝑖

∗ + 𝑒𝑖
∗에 의해 𝑒𝑖

∗계산 

(단계 4) ( 𝑋𝑖
∗, 𝑌𝑖

𝐺∗ )로부터 𝛽̂∗ 계산 

(단계 5) 𝑊∗ =
𝛽̂∗ −𝛽̂

𝜎̂∗√𝑐∗
11

 로부터 분위수 𝑤1−𝛼/2
∗ , 𝑤𝛼/2

∗  추정 

단, 𝜎̂∗ = √
1

𝑛−2
𝑒𝑖

∗2, 𝑐∗
11 = ((𝑋∗𝑇𝑋∗)−1)11 , 𝑋∗ ∶

 𝐵𝑜𝑜𝑡𝑠𝑡𝑟𝑎𝑝𝑝𝑒𝑑 𝑑𝑒𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥  
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𝐺 대신 𝐺̂을 사용하는 경우에도 같은 과정을 거쳐 붓스트랩을 실행하였으며 이에 

대한 CP 값을 <표2>와 <표5>에 나타내었다.  

 

- 와일드붓스트랩 (Wild bootstrap) 

와일드붓스트랩 방법을 단계적으로 표현하면 다음과 같이 나타낼 수 있다. 

 

(단계 1) 변환된 반응변수  𝑌𝑖
𝐺계산 

(단계 2) ( 𝑋𝑖 , 𝑌𝑖
𝐺)로부터 계수추정치 및 잔차 𝛼̂, 𝛽̂과 𝑒𝑖 계산 

(단계 3) {

1−√5

2
 𝑤𝑖𝑡ℎ  𝑝𝑟𝑜𝑏.  𝑝 = (5 + √5)/10 

1+√5

2
𝑤𝑖𝑡ℎ  𝑝𝑟𝑜𝑏.  1 − 𝑝                         

를 만족하는 𝜖𝑖
∗생성 후, 

 붓스트랩 잔차 𝑢𝑖
∗ = 𝑒𝑖𝜖𝑖

∗ 계산 

(단계 4) 각 붓스트랩 잔차로부터 𝑌𝑖
𝐺∗ = 𝛼̂ + 𝛽̂𝑋𝑖 + 𝑢𝑖

∗에 의해 𝑌𝑖
𝐺∗계산 

(단계 5) ( 𝑋𝑖 , 𝑌𝑖
𝐺∗ )로부터 𝛽̂∗ 계산 

(단계 6) 𝑊∗ =
𝛽̂∗ −𝛽̂

√𝑑∗
11

 로부터 분위수 𝑤1−𝛼/2
∗ , 𝑤𝛼/2

∗  추정 

단,  𝑑∗
11 = ((𝑋𝑇𝑋)−1𝑋𝑇𝛺̂∗𝑋(𝑋𝑇𝑋)−1)11  , 𝑋: 𝑑𝑒𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥  , 𝛺̂∗ =

𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑢𝑖
∗2

) 

 

𝐺 대신 𝐺̂을 사용하는 경우에도 같은 과정을 거쳐 붓스트랩을 실행하였으며 이에 

대한 CP 값을  <표3>과 <표6>에 나타내었다.  

 

잔차붓스트랩, 쌍붓스트랩, 와일드붓스트랩까지 총 3가지 방법과 각 방법에 

대하여 bootstrap-t, pivotal 신뢰구간으로 구간추정의 정확성을 측정하였다. 

<표1>-<표3>의 결과를 보면 전반적으로 표본의 크기가 커질수록 PC가 

감소할수록 CP의 값이 커지며 0.95에 가까워지는 것을 볼 수 있다. 중도절단이 

존재하지 않을 때(모형의 등분산 가정이 만족될 때)에는 3가지 방식 모두 좋은 

성능을 보인 반면 잔차붓스트랩의 성능이 쌍붓스트랩 과 와일드붓스트랩의 
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성능보다 좋지 않음을 볼 수 있었는데, 이는 중도절단에 의하여 발생하는 모형의 

이분산성 때문에 잔차붓스트랩의 성능이 저하되는 것으로 보이며 예측과 

일치하는 결과이다. 와일드붓스트랩의 경우 쌍붓스트랩보다는 성능이 떨어졌지만 

표본의 크기가 커지면서 CP값이 0.95로 가까워지고 있는 것으로 보아 

점근적으로 𝛽̂ 의 분포를 잘 추정하는 것으로 판단된다. 즉, 쌍붓스트랩과 

와일드붓스트랩 모두 중도절단으로 인한 모형의 이분산성 문제를 해결하고 있는 

것으로 보인다. 또한 전체적으로는 PC가 클 때 CP의 값이 떨어졌는데 이는 

중도절단비율이 정보의 손실량을 나타내는 하나의 척도로 볼 수 있어 추정을 

어렵게 하므로 자연스러운 현상이라 볼 수 있겟다. 

<표4>-<표6>에서는 잔차붓스트랩 뿐 아니라 와일드붓스트랩도 좋지 않은 

결과를 보이는 것으로 관측되었다. 표본의 크기가 커짐에 따라 CP의 값이 1에 

가까워지고 있는데, 이는 신뢰구간의 폭이 과대하게 추정되는 것으로 볼 수 있다. 

이는 𝐺  대신 𝐺̂ 을 이용한 자료변환법을 사용할 경우 𝑌𝑖
𝐺̂ , i = 1, … , n 들에 

IID(independent and identical distribution) 가정이 성립하지 않아 붓스트랩 

과정을 오염시키기 때문으로 생각되는데, 실행하고 있는 3가지 붓스트랩 방식들 

모두 자료의 IID 가정을 기반으로 하고 있어 가정이 깨질 경우 𝛽̂  분포를 

왜곡하여 추정하게 되는 것으로 보인다. 반면 쌍붓스트랩의 경우 여전히 0.95에 

근접한 CP값들을 보이고 있는데, 이는 쌍붓스트랩의 경우에는 붓스트랩 표본을 

추출한 이후에 자료변환을 통한 𝑌𝑖
𝐺̂를 계산하므로 자료변환과정이 붓스트랩 과정 

자체를 오염시키지는 않기 때문이다. 

 

<표1> Bootstrapping the residuals : G 

PC 
N = 25 N = 100 N = 400 

Bootstrap-t Pivotal Bootstrap-t Pivotal Bootstrap-t Pivotal 

0% 0.940 0.918 0.960 0.956 0.944 0.946 

10% 0.794 0.770 0.838 0.828 0.858 0.858 

30% 0.786 0.764 0.826 0.824 0.852 0.846 

 

<표2> Bootstrapping the pairs : G 
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PC 
N = 25 N = 100 N = 400 

Bootstrap-t Pivotal Bootstrap-t Pivotal Bootstrap-t Pivotal 

0% 0.930 0.908 0.946 0.946 0.948 0.946 

10% 0.874 0.838 0.948 0.926 0.958 0.950 

30% 0.858 0.778 0.924 0.878 0.952 0.936 

 

<표3> Wild bootstrap : G 

PC 
N = 25 N = 100 N = 400 

Bootstrap-t Pivotal Bootstrap-t Pivotal Bootstrap-t Pivotal 

0% 0.866 0.904 0.940 0.942 0.948 0.950 

10% 0.796 0.844 0.924 0.934 0.950 0.948 

30% 0.764 0.800 0.890 0.876 0.946 0.936 

 

<표4> Bootstrapping the residuals : Ĝ 

PC 
N = 25 N = 100 N = 400 

Bootstrap-t Pivotal Bootstrap-t Pivotal Bootstrap-t Pivotal 

0% 0.940 0.918 0.960 0.956 0.944 0.946 

10% 0.950 0.940 0.988 0.986 1.000 1.000 

30% 0.810 0.780 0.918 0.914 0.982 0.982 

 

<표5> Bootstrapping the pairs : Ĝ 

PC 
N = 25 N = 100 N = 400 

Bootstrap-t Pivotal Bootstrap-t Pivotal Bootstrap-t Pivotal 

0% 0.930 0.908 0.946 0.946 0.948 0.946 

10% 0.932 0.964 0.930 0.980 0.920 0.966 

30% 0.840 0.744 0.888 0.878 0.906 0.938 

 

<표6> Wild bootstrap : Ĝ 

PC 
N = 25 N = 100 N = 400 

Bootstrap-t Pivotal Bootstrap-t Pivotal Bootstrap-t Pivotal 

0% 0.866 0.904 0.940 0.942 0.948 0.950 

10% 0.928 0.964 0.998 0.998 1.000 1.000 

30% 0.782 0.784 0.952 0.928 0.998 0.996 
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결론 및 토의 

 

모형의 오차항에 이분산성이 존재할 때에는 잔차붓스트랩보다는 쌍붓스트랩이나 

와일드붓스트랩을 적용하는 것이 좋은 것으로 알려져 있으며, 자료변환에 의한 

중도절단선형회귀모형 추정에서도 같은 결론을 내릴 수 있음을 확인하였다. 

하지만, 𝐺̂을 이용한 자료변환을 이용할 경우 와일드붓스트랩 방식도 좋지 않은 

성능을 보였으며 쌍붓스트랩 방법만이 합리적인 신뢰구간을 제공하였다. 이는, 

반응변수의 IID가정이 깨짐에 따라 𝛽̂의 분포에 대한 붓스트랩 추정이 왜곡되기 

때문으로 𝛽̂ 의 분산을 과대하게 추정하는 경향이 있는 것으로 보인다. 

쌍붓스트랩의 경우 가장 성능이 좋았는데 이는 다른 방식들은 자료변환 후 

붓스트랩을 실시하지만 쌍붓스트랩의 경우 먼저 붓스트랩 표본을 추출한 후 

자료변환을 실시한다는 독특한 특성 때문이다. 하지만 이로 인하여 다른 

방식들은 1회의 자료변환만 필요한 반면 쌍붓스트랩은 붓스트랩 반복수만큼 

자료변환이 필요하여 계산시간(computing time)이 매우 많이 소요된다는 단점이 

존재하였다. 이는 비모수모형과 같이 보다 복잡한 모형으로의 확장을 어렵게 

만드는 요인이 될 수 있다. 따라서 쌍붓스트랩에서 계산속도를 향상시킬 수 있는 

알고리즘의 개발이나 와일드붓스트랩에서 변환된 반응변수들의 

종속성(dependency)을 고려한 붓스트랩 알고리즘의 개발 등에 대한 차후 

연구가 필요하다 하겠다. 
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ARMA-GARCH모형과 코퓰라 함수를 융합한 

주식 포트폴리오의 위험 예측1 

 

이은영2, 이태욱3 

 

요약: 금융 시장에서 시장위험을 관리하기 위해 사용되는 여러 가지 방법 중 가장 많이 선호되는 

방법은 VaR(Value at Risk)이며, 실제 금융자료 분석에서는 여러 종목으로 구성된 포트폴리오의 

VaR를 추정해야 하는 경우가 일반적이다. 본 논문에서는 우선 포트폴리오를 구성하는 각 종목의 

조건부 평균과 분산에 나타나는 다양한 특성을 설명하기 위해 ARMA-GARCH모형을 도입하였다. 

다음으로 포트폴리오 구성 종목들의 다변량 분포함수를 구축하기 위해 skewed Student-t 분포 등의 

주변 분포와 포트폴리오 구성 종목들 간의 종속적 구조를 설명하는 최신 기법인 코퓰라 함수를 

적용하였다. 구체적으로 Elliptical Copula 중 정규 코퓰라와 아르키메디안 코퓰라에 포함된 Clayton, 

Gumbel, Frank, Joe 코퓰라 함수를 이용한 Exchangeable Copula를 고려하는 한편, 좀 더 세분화된 

종속구조를 설명하기 위해 Full Nested Copula 등을 고려하였다. 금융 포트폴리오 자료를 이용한 

실증 분석에 의하면 코퓰라 방법이 우수한 예측력을 보여준다는 결론을 얻을 수 있었다. 
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risk)이다. VaR는 주어진 신뢰수준에서 목표기간 내에 위험이 발생하여 

금융자산의 가격변동으로 인한 포트폴리오의 최대 손실액으로 정의된다. 

포트폴리오 수익률의 분포를 정확하게 아는 경우 VaR를 쉽게 측정할 수 있으며 

포트폴리오의 위험을 하나의 수치로 나타내어 위험의 크기를 한 눈에 알아볼 수 

                         
1 이 논문은 2016학년도 한국외국어대학교 학술연구비 지원에 의하여 이루어진 것임. 
2 한국외국어대학교 자연과학대학 통계학과 석사과정 대학원생 
3 한국외국어대학교 자연과학대학 통계학과 교수, E-mail: twlee@hufs.ac.kr 
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있다는 장점이 있다. 실제 금융시장에서 사용되는 자료의 경우 한 종목이 아닌 

여러 종목으로 구성된 포트폴리오가 많이 사용되므로 다변량 분포를 정확하게 

추정하고 이를 이용하여 VaR를 측정해야 할 필요가 있다.  

 코퓰라(Copula) 함수는 다변량 확률변수의 복잡한 종속구조를 설명하는 

방법으로 다변량 확률변수의 누적분포함수를 얻기 위해 사용되는 도구이다. 

대부분 금융자료의 경우 분포형태가 비대칭이고 꼬리부분이 두터운 비정규성일 

뿐만 아니라 여러 가지 자료들이 서로 다양한 의존성을 갖고 있다. 이러한 

특성을 고려하여 다변량 분포를 추정하기 위해 금융자료 분석에서는 코퓰라 

함수를 활용하고 있다. 코퓰라 함수를 금융자료에 적용시킬 때 어떤 함수를 

사용하고 자료의 종속성을 어떻게 나타내느냐에 따라 분석 결과가 다르게 

나오므로 코퓰라 함수와 구조의 선택은 매우 중요하다. 본 논문에서는 다변량 

수익률 자료에 다양한 종류의 코퓰라 함수를 적용시킴과 동시에 다양한 

종속구조를 표현하기 위해 Exchangeable Archimedean Copula(EAC) 구조와 

Full Nested Archimedean Copula(FNAC) 구조를 적용하였다. D-차원 다변량 

분포의 종속성을 하나의 종속구조로 표현하며 하나의 모수로 설명하는 

EAC구조는 코퓰라 함수의 기본적인 구조이지만 다양한 종속구조를 표현하지 

못한다는 한계가 있다. 이후 제안된 FNAC구조는 종속구조를 D-1개의 모수로 

설명하므로 좀 더 세분화 된 다양한 종속구조를 나타낼 수 있다는 장점이 있다. 

본 논문의 구성은 다음과 같다. 2장에서는 코퓰라 함수의 정의와 종류 등 

기본적인 내용과 다변량 자료일 때 EAC구조, FNAC구조와 더불어 코퓰라 

모수를 비모수적으로 추정하는 방법에 대해서 설명한다. 3장에서는 코퓰라 

함수를 적합한 수익률 분포와 코퓰라 난수 발생을 통해 다변량 자료에 대한 

VaR 추정방법을 소개한다. 4장에서는 주가지수 포트폴리오 자료에 대하여 여러 



제목 (신명조 9pt, 영문은 Times New Roman  9 pt) 홀수 페이지 

 3 

가지 코퓰라 함수와 코퓰라 구조를 이용하여 VaR를 추정하는 실증분석을 하며 

마지막 5장에서는 쿄퓰라를 이용한 VaR에 대하여 결론을 유도한다. 

 

2. 코퓰라 함수 

 

이 장에서는 코퓰라 함수에 대한 여러 가지 내용을 간략히 설명하고자 한다. 

코퓰라 함수는 크게 타원형 형태를 하고 있는 타원형 코퓰라와 타원형 모양이 

아닌 다양한 형태를 나타내는 아르키메디안 코퓰라 두 가지로 구분된다. 본 

논문에서는 타원형 코퓰라 중 가장 대표적인 정규 코퓰라와 아르키메디안 

코퓰라 중 Clayton, Gumble, Frank, Joe 코퓰라를 사용한다. 코퓰라 함수의 

모수를 추정하는 방법에는 여러 가지가 있다. 본 논문에서는 아르키메디안 

코퓰라 함수의 경우 비모수적 추정방법인 ITAU를 이용하여 코퓰라 함수의 

모수를 추정한다. 보다 자세한 내용은 Franke 등 (2011)와 Genest와 MacKay 

(1986)를 참고하기 바란다.  

코퓰라의 구조는 다변량 분포함수의 종속성이 하나의 모수로 설명되는 가장 

기본적으로 사용되는 구조인 Exchangeable Archimedean Copula(EAC)와 

복잡한 종속구조를 세분화 하여 여러 개의 모수로 다양한 종속성을 설명하는 

Nested Archimedean Copula(NAC)가 있다. Nested Archimedean Copula 

(NAC)의 경우 종속구조의 구성에 따라 Full Nested Archimedean Copula 

(FNAC)와 Partial Nested Archimedean Copula(PNAC)로 구분된다. McNeil 

(2008)에는 NAC와 FNAC 구조에 대하여 자세하게 설명되어 있으므로 참고하기 

바란다. 
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3. 코퓰라를 이용한 VaR의 추정 

 

여러 개의 자산으로 구성된 포트폴리오의 VaR 추정 방법을 소개하고자 한다. 

다음 식과 같이 d개의 자산으로 구성된 d차원 다변량 포트폴리오의 수익률을 

고려하자. 

 

 

 

여기서, 𝑤𝑖 는 각 자산에 해당하는 투자비중이며 ∑ 𝑤𝑖 = 1𝑑
𝑖=1 을 만족해야 한다. 

𝑟𝑖,𝑡 는 i번째 자산의 t 시점에서의 수익률, 𝑟𝑝,𝑡 는 d차원 다변량 포트폴리오의 t 

시점에서의 수익률이다. 금융 포트폴리오의 경우 수익률 자료의 평균과 분산에 

자기상관성이 존재하며 수익률 간의 종속성이 존재한다. 이러한 금융 자료의 

특성을 반영하여 정확한 결합분포를 추정하기 위해 수익률 자료의 평균에는 

ARMA 모형을 고려하며 분산에는 GARCH모형을 적합 한다. 다변량 수익률 

자료에 ARMA(P,Q)-GARCH(p,q)모형을 적용시키면 아래 식 (3.1)과 같다. 

 

     (3.1) 
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다음으로 포트폴리오 수익률 간의 종속성을 고려하기 위해 ARMA-GARCH 

모형의 오차항에 코퓰라 함수를 적용한다. 자료를 이용하여 T+1시점의 VaR를 

추정하는 구체적인 방법은 다음과 같이 여러 단계에 걸쳐 얻을 수 있다.   

(단계 1)  주어진 과거 t=1,…,T 자료를 이용하여 포트폴리오의 각 수익률에 

대하여 식 (3.1)과 같이 ARMA(P,Q)-GARCH(p,q) 모형을 적합한 후 

ARMA모형을 적합하여 잔차 ã를 얻고 GARCH모형을 적합한 후 잔차  𝑒̃을 

얻는다.` 

(단계 2)  (단계 1)에서 GARCH(p,q) 모형 적합으로 얻은 잔차 𝑒̃의 주변분포로 

정규분포 또는 Skewed Student t-분포를 추정한 후 잔차 𝑒̃ 를 추정된 

주변분포함수 값으로 변환하여 (단계 3)에서 코퓰라 모수를 추정한다.  

(단계 3)  EAC와 FNAC 구조를 이용한 코퓰라 모수 추정은 다음과 같다. 

(1) EAC구조의 경우 ITAU를 이용하여 코퓰라 함수의 모수를 추정한다 

(Genest 등, 2011).  

(2) FNAC구조는 켄달 τ𝜃 가 가장 높은 2개의 자산을 선택하고 ITAU를 

이용하여 코퓰라 함수의 모수를 추정한다 (홍종선과 이원용, 2011). 

선택된 2개 자산의 잔차 값을 추정된 코퓰라 함수와 (단계 2)에서 

추정된 주변 분포함수를 이용하여 이변량 분포함수 값으로 변환한다. 

이렇게 변환된 값과 나머지 자산의 잔차 중에서 켄달 τ𝜃 가 가장 높은 

자산을 선택하여 같은 방법으로 코퓰라 함수의 모수를 추정한다. 마지막 

자산까지 반복적으로 수행하여 모수를 추정한다.  

(단계 4) (단계 3)에서 추정된 코퓰라 함수를 이용하여 발생한 K개의 난수

와 
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추정된 ARMA(P,Q)-GARCH(p,q) 모형을 이용하여 T+1시점의 포트폴리오 

수익률 예측값 K개를 다음과 같이 생성한다. 

 

  

단, k=1,…,K, i=1,…,d이다. 포트폴리오 수익률 예측값 K의 α-분위수를 

구하여 T+1 시점의 포트폴리오 VaR를 추정한다.  

 

4. 실증분석 

 

본 실증분석에서는 총 4개의 국외 주가지수로 구성된 포트폴리오에 EAC와 

FNAC 구조를 이용하여 VaR를 추정하고 서로 비교한다. 주가지수 포트폴리오는 

S&P500, NIKKEI225, DAX30 및 CAC40으로 구성되어 있다. S&P500은 

미국에서 500개의 대형기업의 주식으로 산출한 주가지수로 미국경제를 대표하는 

지수이며 일본 경제를 대표하는 NIKKEI225 주가지수는 도쿄증권거래소에 

상장된 기업 중 225개 기업의 주식으로 산출된다. DAX30은 독일 주가지수로 

프랑크푸르트 증권거래소에 상장된 주식 30개로 구성되어있으며 CAC40은 

파리증권거래소에 상장된 주식 40개를 이용하여 산출한 프랑스 주가지수이다. 
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1990년 11월 26일부터 2013년 4월 3일까지의 주가지수 종가자료를 

이용하였다. 각 나라 별 공휴일이 다르고 증권거래소 휴장일이 달라 동일한 

날짜에 특정 주가지수 데이터는 존재하고 어떤 주가지수 데이터는 존재하지 

않는 경우가 발생하였다. 이러한 경우 시계열 자료의 특성을 고려하여 전 시점 

자료와 이후 시점 자료의 평균으로 값을 대체하였다. 분석에 사용된 자료는 총 

5813개이다. 

주가지수 포트폴리오의 경우 각 수익률에 대한 조건부 모형으로 ARMA(P,Q) 

모형을 적합한 결과 S&P500은 ARMA(1,1)  NIKKEI500은 ARMA(1,2), 

DAX30은 ARMA(0,0), CAC40은 ARMA(1,2)로 적합 되었다. EAC 구조를 

사용하여 주가지수 포트폴리오를 분석하여 코퓰라 모수를 추정한 결과를 <표 

1>에 나타내었다.  

 

<표 1> 코퓰라 모수 추정 (주가지수 포트폴리오, EAC 구조) 

코퓰라 종류 모수 Normal Skewed Student-t 

Clayton θ 0.931 0.936 

Gumbel θ 1.465 1.468 

Frank θ  2.894 2.912 

 

VaR 추정과 사후 검증 결과를 정리한 <표 2>를 살펴보면 Clayton 코퓰라의 

경우, 실패율이 α 에 가깝게 나왔고 다른 Copula의 경우 비율이 너무 높게 

나오는 경향이 있다는 것을 확인할 수 있다. 사후검정 결과 Clayton 코퓰라에서 

주변분포를 정규분포로 적합하였을 때 α 값이 0.05와 0.01일 때 모두 VaR 

추정이 적절하다는 것을 확인하였다. 
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<표 2> 포트폴리오 손실이 VaR를 초과하는 비율 및 사후검정 결과  

(주가지수 포트폴리오, EAC 구조) 

코퓰라 종류 α 

Normal Skewed Student-t 

실패율 p-value 실패율 p-value 

Gaussian 
 0.027 0.000 0.016 0.112 

 0.066 0.062 0.059 0.036 

Clayton 
 0.010 0.226 0.006 0.031 

 0.049 0.951 0.041 0.255 

Gumbel 
 0.034 0.000 0.022 0.004 

 0.070 0.002 0.067 0.003 

Frank 
 0.035 0.000 0.029 0.000 

 0.065 0.010 0.063 0.012 

 

주가지수 포트폴리오는 다음 <그림 1>과 같은 FNAC 구조를 하고 있으며 <표 

3>에 정리된 FNAC 구조의 코퓰라 모수 또한 𝜃1 >  𝜃2 > 𝜃3 인 조건을 모두 

만족하는 것을 확인할 수 있다. 

 

    

     

        

DAX30 CAC40 S&P500 NIKKEI225 

<그림 1> 주가지수 포트폴리오의 FNAC 구조 

 



제목 (신명조 9pt, 영문은 Times New Roman  9 pt) 홀수 페이지 

 9 

<표 3> 코퓰라 모수 추정 (주가지수 포트폴리오, FNAC 구조) 

코퓰라 종류 모수 Normal Skewed Student-t 

Clayton 

𝜃1  2.864 2.853 

𝜃2 0.915 0.927 

𝜃3 0.388 0.397 

Gumbel 

𝜃1  2.432 2.427 

𝜃2 1.460 1.467 

𝜃3 1.197 1.202 

Frank 

𝜃1  7.639 7.615 

𝜃2 3.088 3.125 

𝜃3 1.515 1.545 

Joe 

𝜃1  3.694 3.683 

𝜃2 1.832 1.846 

𝜃3 1.350 1.359 

  

VaR 추정과 사후 검증 결과를 정리한 <표 4>를 살펴보면 EAC 구조와 

마찬가지로 Clayton 코퓰라 모형에서 주변분포가 정규분포인 경우 p-value의 

값이 0.05보다 크게 나와 VaR 추정에 유의한 모형임을 확인할 수 있다. 즉, 

주가지수 포트폴리오는 EAC, FNAC 구조에 관계없이 Clayton 코퓰라 모형에서 

주변분포를 정규분포로 적합한 경우의 모형이 VaR 추정이 적합하다는 것을 알 

수 있다. 
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<표 4> 포트폴리오 손실이 VaR를 초과하는 비율 및 사후검정 결과  

(주가지수 포트폴리오, FNAC 구조) 

코퓰라 종류  

Normal Skewed Student-t 

실패율 p-value 실패율 p-value 

Clayton 
 0.016 0.112 0.006 0.031 

 0.051 0.959 0.048 0.862 

Gumbel 
 0.030 0.000 0.023 0.002 

 0.068 0.007 0.064 0.004 

Frank 
 0.034 0.000 0.028 0.000 

 0.065 0.047 0.062 0.033 

Joe 
 0.044 0.000 0.036 0.000 

 0.080 0.000 0.075 0.000 

 

5. 결론 

 

본 논문에서는 ARMA-GARCH 모형, 코퓰라 함수와 종속성을 세분화하는 

FNAC 구조를 도입하여 포트폴리오의 조건부 분포를 추정한 후 이를 이용하여 

VaR를 추정하는 기법을 다루었다. 실증 자료 분석을 실시한 결과에 의하면 주가

지수 포트폴리오에서 코퓰라 구조에 관계없이 Clayton 코퓰라에 정규분포를 주

변분포로 사용한 경우 정확한 VaR를 추정하는 것을 알 수 있었다. 이와 같은 결

과에 의하면 FNAC 구조를 고려하는 것이 항상 좋은 결과를 도출해주지 않지만, 

FNAC 구조를 사용한 분석이 더 좋은 결과를 나타내는 경우가 있으므로 정확한 

포트폴리오 VaR 추정을 위해서는 FNAC 구조를 고려해볼 필요가 있을 것이다.         
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Clayton 코퓰라의 경우 전반적으로 다른 코퓰라에 비해 VaR 값을 크게 추정

한다는 것을 확인할 수 있었다. 현재 EAC와 FNAC 구조 이외에 활발히 연구되

고 있는 다양한 코퓰라 구조와 더불어 정규분포와 Skewed Student-t 분포 이외

의 주변분포를 함께 적용한다면 더욱 정확한 VaR를 추정할 수 있을 것이라 사

료된다. 이는 향후 연구과제로 남기도록 하겠다.  
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J. Basic Sci., HUFS, 43 (2017), pp. 첫페이지 머리말은 수정 하지 마시오 

뇌기능 네트워크에 대한 동태적 분석1 

 

정 석 오2 

 

최근 뇌의 각 영역 사이의 기능적 네트워크(혹은 연결성)에 대한 연구에 대한 관심이 증대되었으며, 

특히 동태적 분석을 기반으로 한 예측 분석의 중요성이 강조되고 있는 추세이다. 본 논문에서는 

기능적 자기공명영상(functional magnetic resonance image, fMRI) 자료의 공분산 행렬을 기반으로 뇌기능 

연결성을 규정하는 접근법으로 논의의 범위를 제한해 이 분야의 연구 동향을 간략히 리뷰하고 향후 

연구 방향에 대한 전망을 제시하고자 한다. 

 

1. 서론 

 

인간의 뇌가 휴지 상태(resting state)에 있더라도 뇌의 기능적 네트워크가 단일 

상태(single state)에 머물러 있지 않는다는 것이 규명된 이래로 (Biswal et al., 1995), 

휴지기 뇌의 기능적 연결성 (functional connectivity)의 변화를 탐지하는 문제에 

대한 연구 결과물이 쏟아지고 있다 (Cribben et al., 2012; Cribben et al., 2013; Xu and 

Lindquist, 2015; Jeong et al., 2016). 더 나아가 인간의 뇌의 기능적 연결성 혹은 

네트워크 정보를 이용해 개인을 식별하거나 질병 여부를 예측하는 데 활용하는 

연구가 뜨거운 관심을 받고 있다. 

 

fMRI 자료의 특성상 시간에 따른 뇌기능 연결성의 변화를 분석하는 문제는 

뇌기능 연결성을 뇌의 각 영역에서 관측된 fMRI 시계열 자료 사이의 

공분산행렬로 표현할 수 있는 점을 고려할 때 각 시점에서 관측된 공분산 

행렬의 시계열적 특성을 분석하는 문제로 생각할 수 있다. 본 논문에서는 뇌 

기능 연결성을 동태적으로 분석한 최근 연구 성과를 리뷰하고, 통계학적 해석과 

함께 향후 연구 방향에 대한 전망을 제시하고자 한다.  

                         
1 이 논문은 2016학년도 한국외국어대학교 학술연구비 지원에 의하여 이루어진 것임. 
2 한국외국어대학교 자연과학대학 통계학과 교수 
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2. fMRI 자료와 뇌기능 연결성 

 

뇌기능 연결성은 복셀(voxel) 단위에서 측정한 fMRI 자료에 대해 공간적 

독립성분분석(independent component analysis, ICA)을 적용해 얻은 독립성분(IC)들에 

의해 정의되는 노드 간의 공분산 행렬로 표현할 수 있다. 노드의 개수가 

많아지게 되면 대규모의 undirected graph로 표현되는 네트워크가 구성된다. 본 

논문에서 다루는 뇌기능 네트워크의 변화점 탐지 문제는 각 시점에서의 노드 간 

공분산 행렬의 변화를 탐지하는 문제가 된다. 어려운 점은 노드의 개수가 

많아지면 공분산 행렬이 full rank 성질을 유지할 수 없게 되는 데에 있다. 이러한 

경우 공분산 행렬이 희박(sparsity) 성질을 가지는 것으로 가정하고 LASSO 류의 

벌점 축소 방법을 고려하는 것이 일반적이다. 그러나 변화점 탐지 문제에서는 

벌점 방법에 사용하게 되는 벌점 모수의 선택 문제가 전체 문제의 복잡도와 

난이도를 어마어마하게 높이게 되어 그리 바람직한 접근법이 아닌 것으로 

판단된다. 물론 소규모의 네트워크를 분석할 때에는 전혀 문제가 되지 않는다. 

 

또한 fMRI 자료가 일반적인 통계 모형으로는 포괄하기 어려운 시계열적 특성을 

가지고 있는 것에도 유의해야 한다. 즉 underlying process의 시간적 종속성이 매우 

강한 pink noise의 성질을 보이기 때문에 iid 가정 하에서 개발된 통계적 방법론을 

나이브하게 사용하게 되면 왜곡된 결과를 얻을 가능성이 높다. 특히 변화점 

탐지와 같은 가설 검정 문제에서는 검정의 통계적 유의성을 제대로 계산할 수 

없으며, 특별한 종류의 보정이 필요하나 자료의 경우마다 적절한 보정법을 

찾아야 하는 번거로움이 있으며 실은 많은 경우 불가능하다. 다음 절에서는 

이상에서 논의한 어려움을 효과적으로 극복하고 대규모의 뇌기능 연결성 혹은 

네트워크의 변화점을 탐지하는 방법론들에 대해 살펴보자. 

 

3. 뇌기능 연결성의 변화점 탐지 방법 
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3.1 탐욕알고리즘 접근법 

 

일반적으로 탐욕알고리즘(greedy algorithm)은 전역(global) 최적해를 찾을 것으로 

기대하면서 잘게 쪼갠 각 영역(혹은 단계)에서 로컬 최적해를 찾는 방식을 

가리킨다. fMRI 시계열 자료의 변화점 탐지(change point detection)에 사용하게 

되는 탐욕알고리즘을 순차적으로 기술하면 다음과 같다. 

[1] fMRI 시계열 데이터의 각 시점을 기준으로 두 영역으로 데이터를 분할하고 

이들 데이터를 이용해 변화점 탐지 통계량 값을 계산한 후 그 값이 최대가 되는 

시점을 찾는다. 

[2] 변화점 탐지 통계량의 귀무분포(null distribution)를 이용해 그 시점에서의 

변화가 통계적으로 유의한 지에 대한 검정을 실시한다. 

[3] 단계 [2]에서의 검정 결과가 유의하면 그 시점을 변화점으로 기록하고, 

발견된 변화점을 기준으로 두 영역으로 자료를 쪼개어 각 부분 데이터를 단계 

[1]로 보낸다. 단계 [2]에서의 검정 결과가 유의하지 않으면 해당 데이터 셋 내에 

변화점이 없는 것으로 간주한다. 

[4] 더 이상 변화점이 발견되지 않을 때까지 [1]-[3]을 반복한다. 

 

Cribben et al. (2012)와 Xu and Lindquist (2015)는 탐욕알고리즘을 사용해 뇌기능 

네트워크의 변화점을 탐지하는 방법에 대한 연구 중 대표적 성과라 할 수 있다. 

이들 방법론은 각 시점을 기준으로 두 영역으로 데이터를 분할하고 두 데이터의 

공분산행렬을 각각 계산해 두 행렬을 비교하는 방식으로 뇌기능 연결성의 

변화를 탐지하는 것은 기본으로 한다. 그러나 이 방법은 무엇보다 계산 시간이 

많이 걸리고, 데이터의 시간적 종속성 등과 같은 자료 구조의 특이성 때문에 

변화점 여부를 검정하기 위한 통계량의 이론적 귀무분포를 정당화하기 어려운 

문제, 알고리즘을 적용한 결과에 대한 통계적 유의성 수준을 명확히 제시하기 

어려운 점 등이 문제점으로 지적된다. 또한 대규모 네트워크를 분석하는 
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공분산행렬을 다루기 위해 LASSO 타입의 벌점 축소 모형을 고려하게 되는데 이 

때 벌점모수의 값을 결정하기 위한 추가적인 최적화 작업이 필요하다는 것 역시 

무시할 수 없는 단점이다. 

 

3.2 이동창(sliding-window) 접근법 

 

이동창 접근법은 각 시점을 기준으로 전후에 적절한 크기의 창(window)을 설정해 

양쪽 창에 해당하는 데이터의 공분산행렬을 직접 비교하는 방법으로, 단계적으로 

정리하면 다음과 같다. 

[1] 주어진 시점을 기준으로 전후에 두 개의 창(window)을 정의해, 양쪽에 포함된 

데이터 사이의 변화점 탐지 통계량 값을 계산한다. 

[2] 변화점 탐지 통계량의 귀무분포(null distribution)를 이용해 그 시점에서의 

변화가 통계적으로 유의한 지에 대한 검정을 실시한다. 

[3] 단계 [2]에서의 검정 결과를 기록하고, 다음 시점으로 기준점의 위치를 

이동한다. 

[4] 전체 시점을 커버할 때까지 [1]-[3]을 반복한다. 

 

이 방법은 직관적이고, 뇌기능 네트워크의 국소적 변화를 민감하고 효과적으로 

감지하며, 추가적인 정규화(regularization) 혹은 벌점(penalization) 방법을 도입할 

필요없이 대규모의 네트워크를 표현하는 공분산행렬을 직접 비교하는 통계적 

방법이 개발되어 있다는 장점이 있다 (Cai et al., 2013). 그러나 탐욕알고리즘과 

같은 이유로 변화점 검정 통계량의 이론적 귀무 분포를 정당화하기 어려운 

문제가 있으며, 무엇보다 창의 크기를 결정하는 문제가 결정적 장애 요인이 된다.  

 

Jeong et al. (2016)은 이상의 문제를 해결할 수 있는 효과적인 방법론을 개발했다. 

검정통계량의 이론적 귀무분포 대신 경험적 귀무 원리(empirical null principle)를 

도입했고, 각 시점에서 계산된 검정통계량에 대해 동시에 기준치를 적용하는 
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다중 검정 문제를 국소오발견율(local false discovery rate)을 이용해 접근해 분석 

결과의 통계적 유의성을 베이즈 인수(Bayes factor)를 통해 제시할 수 있도록 했다. 

또한 다양한 크기의 창 크기를 사용해 구한 검정통계량에 대해 주성분분석을 

적용해 얻은 요약통계량을 사용함으로써 단일 창 크기 사용에 따라 발생할 수 

있는 논란을 회피하는 방법을 제안했다(<그림 1> 참조). 

 

<그림 1> 대규모 뇌기능 연결성 변화 분석의 예 (Jeong et al., 2016 의 Figure 6 발

췌) 

 

 

4. 전망 

 

뇌기능 연결성에 대한 동태적 연구에 대한 관심은 한동안 지속될 것으로 

전망된다. Jeong et al. (2016)에서 경험적 귀무 원리를 정당화하기 위해 상대적으로 

긴 길이의 fMRI 시계열이 확보되어야 하는 한계를 극복하기 위한 방안을 

개발하는 연구 과제를 생각할 수 있는데, 두 가지 방안이 효과적일 것으로 

예상된다. 첫째, 베이지안 모형을 도입해 비교적 짧은 길이의 데이터라 할 

지라도 안정적으로 경험적 귀무 분포를 구축하는 방법을 생각할 수 있을 것이다. 

둘째, 와일드 붓츠트랩(wild bootstrap)을 이용해 이론적 귀무분포를 대체하는 
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방안을 생각할 수 있는데, fMRI 시계열이 pink noise에 가까운 정도의 강력한 

시간적 종속성을 가지고 있어 많은 경우 가짜 변화(spurious change)를 포함하고 

있어 변화점 분석을 어렵게 만드는 문제를 해결할 수 있을 것으로 기대된다.  

 

더 나아가 머신러닝 기법과의 결합을 통해 질병 진단 또는 개인 식별을 위한 

도구로의 발전이 기대된다. 즉, 연결성을 표현하는 공분산 행렬을 예측변수로 

하는 다양한 기계학습 모형을 개발할 수 있을 것이며 기존의 인공지능 기반의 

진단 도구들의 적용 범위를 확장하고 그 성능을 개선하는 효과적인 도구가 될 

것으로 예상된다. 
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J. Basic Sci., HUFS, 43 (2017), pp. 첫페이지 머리말은 수정 하지 마시오 

임피던스 분석법을 활용한 태양전지 소자 특성1 

 

유세기 (신명조 9pt, 영문은 Times New Roman 9 pt)2 

 

고분자 기반의 bi-layer 구조를 띈 고분자 유기 태양전지 소자를 제작하였다. 유기 태양전지 소자의 

내부 p-n junction 면에 탄소나노튜브를 삽입하여 그 소자의 특성을 관찰하였다. 이 유기 태양전지의 

동적 특성을 파악하고자 임피던스 분석법을 사용하였으며, 이를 바탕으로 고효율 유기 태양전지의 

방향을 제시하였다. 

 

서 론 

현재 인류의 가장 큰 에너지 원 인 원유를 인간의 에너지 원으로 사용하는 

것이 더 이상 가능하지 않다는 공감대를 형성했다. 그 결과 무한한 에너지 

자원을 가진 태양광 발전이 신재생 에너지 원의 대표로 관심이 주목 받고있다. 

광활성 층 재료로 유기물질을 사용하는 유기 태양 전지는 기존 실리콘 태양 

전지 또는 화합물 반도체 기반 태양 전지보다 flexible 기판에도 쉽게 적용이 

쉽다. 또한 공정의 특성상 공정이 간단하고 저비용 제조 비용이 많은 관심을 

끌고있어, 차세대 태양 전지로 각광을 받고 있다. 유기 태양전지는 초창기에 

유기물이 한 종류 들어간 single layer 에서 p-n junction 이 형성되는 bi-layer 

구조로 바뀌면서 효율이 증가하였다. [1,2] 유기물 기반의 태양전지는 Si 또는 

III-V 화합물 무기 반도체 기반의 태양전지에 비해, 전하의 수명이 짧아서, 이로 

인하여 유기물 태양전지의 효율이 낮은 편이다. 이를 극복하기 위해, 빛에 의해 

형성된 exciton 에서 분리된 전자와 정공이 쉽게 각각의 전극으로 이동할 수 

있게, p 와 n 형 물질이 골고루 섞여서 넓은 p-n junction 내부 표면적을 제공할 

수 있는 bulk-heterojunction 구조로 발전하였다(그림 1 참조). [2] 그러나, bi-

layer 구조의 유기 태양전지에서도 p-n 경계면에 bulk-heterojunction 과 

                         
1 이 논문은 2016학년도 한국외국어대학교 학술연구비 지원에 의하여 이루어진 것임. 
2 한국외국어대학교 자연과학대학 전자물리학과 교수 
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유사하게 굴곡을 지닌 구조를 형성하게 하면, 그 효율이 bulk-heterojuction 

구조와 견줄 수 있을 만큼 효율을 향상할 수 있다. 따라서, 여기서 bi-layer 

구조의 유기 태양전지의 내부에 전하의 이동을 촉진할 수 있는 

탄소나노튜브(carbon nanotubes, CNTs)를 삽입하여, 태양전지의 특성을 

impedance analysis 방법으로 고찰하였다. 

 

그림 1. 유기태양전지의 대체적인 발전 방향. 초기 태양전지에서는 단일 구조의 

광활성층을 사용하였으나, n형과 p형의 물질로 bi-layer구조로 발전하였고, 유

기태양전지 내에서의 전하의 짧을 이동 속도를 고려하여, 내부 표면적이 넓은 

bulk-heterojuction 타입으로 옮겨갔다. 

 

임피던스 분석법(impedance analysis)은 impedance spectroscopy 라고도 

불리우면서, 직류 전압이 걸려있는 상태에서 소자에 매우 작은 교류 전압을 

가하여 소자에 perturbation 을 가하여, 소자의 동적 특성을 측정하는 실험 

방법으로서, 부식(corrosion), 전지, 연료전지(fuel cell) 등 다양한 방면에 

사용되고 있다. 저항 성분 하나만 있게 되면, impedance 는 위상 차이없이 실수 

성분만 나오게 되고, capacitor 하나만 있게되면 90 도의 위상차이를 나타나며 

그림 2 와 같이 허수 성분만 나타나게 된다. 통상적으로 태양전지는 shifted-

semicircle 로 자주 나타나며, 태양전지 내부의 구성에 따라서 반원이 2 개가 

나타나기도 한다. [3-6] 이에 해당되는 equivalent circuit 모형이 그림 2 에서 

각각의 상단에 표시되어있다. 이렇게 나타나는 커브를 Cole-Cole 커브라고 

블리우며, 임피던스 측정 프로그램 상에서 fitting 을 통해 각 성분의 변화를 

관찰할 수 있다.  
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그림 2. Impedance spectroscopy의 전형적인 개략도와 그에 해당되는 

equivalent circuit 모식도. 유기 태양전지는 통상 반원이 2개있는 형태를 띄게 

된다. 

 

 

실험과 분석 

Indium tin oxide(ITO)가 코팅된 유기 기판을 사용하여, spin coating 방법으로 

PEDOT:PSS (poly(3,4-ethylenedioxythiophene):poly(styrenesulfonicacid))를  

정공주입층(hole transport layer) 박막을 기판 위에 형상하였다. 광활성층의 

electron donor 물질로는 P3HT (poly(3-hexylthiophene))를, electron acceptor 

물질은 [6,6]-phenyl C61 butyric acid methyl ester (PCBM)을 사용하였다. [2] 

각 층을 유기용매에 녹여서 스핀 코팅 방법으로 정공주입층 위에 증착하였다. 

전자 주입측으로 0.5 nm의 lithium fluoride (LiF) 박막을, 음극 전극으로 

알루미늄을 thermal evaporator로 각각 증착하였다. 탄소나노튜브는 

CNI회사에서 HipCo(Hi pressure carbon monoxide) 방식으로 합성한 single 

walled CNTs를 사용하였다. AM 1.5에 해당되는 빛 세기 하에서 태양전지 

특성을 측정하였다. Impedance spectroscopy를 측정할 때, 통상적으로 open 

circuit 전압을 가하는 것과는 달리, 0, 0.2, 0.35, 0.5 V의 전압을 가하여서, 

소자의 임피던스 특성을 측정하였다. 삽입한 탄소나노튜브이 함량에 따라서 
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2.0~2.6% 정도의 photo coversion efficiency(PCE) 값이 측정되었으며, 

탄소나노튜브 농도 변화에 따른 PCE의 변화량은 크지 않았다. 

 

 

그림 3. Bi-layer 구조의 유기태양전지의 n-p 경계면에 탄소나노튜브를 삽입한 

태양전지에서의 impedance spectroscopy. 탄소노나튜브의 양이 많아질수록 ㅇ

impedance가 줄어드는 것을 알 수가 있다. 

 

Impedance spectrum 측정시 0.05 V에 교류 주파수를 0.1 Hz에서 10 MHz로 

변화하면서 임피던스를 측정하였다. 그림 3에서 bi-layer 구조의 유기 

태양전지에서 탄소나노튜브의 함류양에 따른 Cole-Cole curve의 변화를 볼 수 

있다. 탄소나노튜브의 함량이 많아짐에 따라서 총 임피던스가 가해준 전압에 

상관없이 감소함을 알 수 있다. 이는 소자 내의 저항값이 감소하는 것을 알 수 

있으며, 그림 2에 있는 equivalent circuit 모형을 이용하여 fitting을 할 수가 

있다. 이 경우 직렬 연결한 R_s 저항 성분은 큰 변화가 없고 저 주파수 영역의 

저항에 해당되는 R_2 성분의 탄소나노튜브의 함량이 높아짐에 따라 크게 

감소함을 얻었다. 또한 캐패시턴스 값도 또한 탄소나노튜브의 함량에 따라 

작아짐도 동시에 확인할 수 있다. 이는 유기물 내에서의 내부누설전류가 다소 

증가함을 의미할 수 있다. [7] 이는 탄소나노튜브의 농도가 높아짐에 따라 

percolation path를 형성하여, 소자 내부의 전하가 이 path를 통해 leakage 

bypass network가 형성되었음을 의미한다. 이러한 leakage pypass는 태양전지 

소자의 특성을 높여주는 역할을 하지 않기 때문에 이를 적절하게 조절하는 것이 
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탄소타노튜브를 삽입한 소자에서 중요하게 작용한다. 이를 위해서는 

탄소나노튜브의 임계 농도(critical concentration)을 구하여서, 이 임계 농도에 

도달하지 않도록 탄소나노튜브의 농도를 조절하는 것이 필요하게된다. 추후에는 

고품위의 유기 태양전지를 얻기 위해서는, 이 임계 농도 보다 낮은 농도의 

탄소나노튜브를 사용하여 실험을 하는 것이 필요할 것으로 생각된다. 

 

 

결론 

 Bi-layer구조의 유기 태양전지 소자 내부의 광활성층 유기물 p-n junction면에 

탄소나노튜브를 삽입한 소자를 성공적으로 제작하였다. 탄소나노튜브의 농도에 

따른 소자 특성의 큰 변화가 없음을 확인하였으며, 이를 impedance analysis 

방법으로 소자 내부의 누설전류가 존재함을 유추하였다. 추후 탄소나노튜브 함유 

방법의 최적화를 통해 태양전지 소자의 품성을 향상시킬 수 있음을 보였다. 
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<그림 파일> 

그림 파일은 문서에만 포함하지 마시고 별도의 그림 파일(가능한 일반적인 

파일로)도 부탁 드립니다.  

문서에 포함된 그림을 출력 시 제대로 출력이 되지 않는 경우가 있으니 가능한 

선명한 화질의 그림을 부탁 드립니다. 별도의 그림파일을 삽입하시기 어려우신 

분들은 별도의 인쇄본(흑백, 크고 선명한 것으로)으로 제출하시면 됩니다. 

 

<Tex 사용자 분들께> 

Tex 파일의 편집 가능합니다. 가능하면 개인적인 macro 선언을 피해주시기 

바랍니다. 

 

<한글 사용자 분들께> 

MS word로 제출해주시기 바랍니다. 더 이상 한글 파일은 받지 않습니다. 
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O-face ZnO 시료의 온도에 따른 PL 스펙트럼 분석1 

 

이석주2 

 

요약 : O-face ZnO 시료에 대하여 온도에 따른 photoluminescence 측정을 실시하였다. Near band edge 

peak과 visible 영역의 peak의 저온, 상온 비교를 통해 큰 값의 exciton binding energy(EB)를 가짐을 알 

수 있다. 온도 의존성 peak 위치는 peak의 겹침 때문에 상온 근처에서 empirical formula와 잘 맞지 

않지만 Arrhenius plot을 통해 activation energy 66.6meV가 측정되었고, 이는 큰 값의 EB를 증명한다. 

 

서 론 

 

ZnO 는 밴드갭과 exciton binding energy 가 커서 자외선 영역의 빛을 

이용하거나 또는 높은 온도에서 동작하는 반도체 소자의 재료로 이용할 수 

있다.[1-2] 이전 연구에서 여러 다른 방법으로 성장된 ZnO 의 광특성을 상온에서 

비교한 결과, 사파이어 위에 성장된 박막의 특성이 bulk 시료보다 우수함을 알 

수 있었다.[3] 하지만 위의 광학적 특성을 보여주는 PL spectrum 은 여러 가지 

원인에 의한 peak 들의 합으로 이루어져 있으며, 특히 상온에서는 thermal 

broadening 에 의해 보통 단일 peak 으로 관측되어 상세한 분석이 어렵다. 본 

연구에서는 O-face 에서 성장 중단된 ZnO 의 온도에 따른 PL spectrum 을 분석하여 

재료의 특성을 알아보고자 한다. 

 

실 험 

 

실험에 사용된 ZnO 시료는 hydro-thermal 방법을 이용하여 성장되었으며, 

성장 방향은 (0001) 로 두께는 0.5mm 이다. 이 시료는 O 원자층에 이르렀을 때 

성장을 중단하여 만들었고, O-face ZnO 시료로 부르기로 한다.  광특성은 온도를 

                         
1 이 논문은 2016학년도 한국외국어대학교 학술연구비 지원에 의하여 이루어진 것임. 
2 한국외국어대학교 자연과학대학 전자물리학과 교수 
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변화시켜가며 photoluminescence (PL) 방법을 이용하여 측정하였다. 0.5mW 의 HeCd 

laser 325nm line 을 시료 표면에 초점을 맺게 하여 여기 광원으로 이용하였으며, 

1m single monochromator (SPEX 1702) 를 통해 분광된 빛을 photomultiplier tube 로 

검출하였다. 시료의 온도는 closed cycle He refrigerator 를 사용하여 10K 까지 

냉각시켰으며, cold finger 에 장치된 heater 를 이용하여 10K 에서 300K 까지 

변화시켰다. 

 

결과 및 토론 

 

그림 1 에 O-face ZnO 시료의 상온과 저온에서의 PL 스펙트럼이 보여지고 

있다. 3.2~3.4 eV 근처의 UV peak 은 ZnO 의 band-to-band transition 에 의해 

나타나는 exciton peak 으로 이를 NBE (near band edge) peak 이라 보통 부른다. 두 

스펙트럼은 NBE peak 에 대해 normalize 하여 나타내었다. 2.0~2.8 eV 근처의 

broad 한 visible peak 은 oxygen 이나 zinc 의 vacancy 혹은 interstitial site 에 의해 

발생되는 impurity 와 관련된 것으로 보고되어 있다.[4] NBE peak 이 저온에서 

상대적으로 크게 나타나는 것은 온도가 올라갈수록 exciton 의 분리가 일어나 

NBE peak 의 크기가 감소하는 것에 기인한다. 하지만 큰 exciton binding energy 

덕분에 그 차이가 크지는 않다. 
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그림 1. 상온과 저온에서 PL spectrum 비교. 
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그림 2. 수소 플라즈마 처리 후 시료들의 PL spectrum. 

 

온도 의존성을 설명하기 전에 한가지 특이한 점을 언급하려 한다. 그림 2 에 

두 서로 다른 모양의 저온 스펙트럼이 나타나있다. 이는 시료가 진공에서 1 개월 

이상 머무른 상태(아래 스펙트럼)와 그 후 대기압에 노출된 이후의 상태(위 

스펙트럼)의 차이에서만 나타나는 결과로 보인다. 다른 조건들은 모두 동일하기 

때문에 아마도 진공 중에 오래 보관된 시료에서 불순물이 diffuse out 되었거나, 

아니면 oxygen 이 모자라게 된 이유가 아닐까 생각된다. 이는 앞으로 더 자세한 

연구를 필요로 한다.  

시료의 온도에 따른 PL 측정은 대기압에 노출된 이후에 이루어졌으므로 

가장 저온 스펙트럼은 그림 2 의 위쪽에 보여지는 모양을 하고 있다. 가장 높은 

peak 은 neutral donor bound exciton (D0X) peak 으로 생각되며 A 와 B peak 사이의 

에너지 차는 약 75meV 이며 특징적인 모양으로 보아 phonon replica 들임을 알 수 

있다. 그렇다면 A peak 을 유발하는 exciton peak 이 필요하며, A 보다 75meV 

위쪽에 표시된 C 의 위치에 shoulder 처럼 나타나는 free exciton peak(FX)가 

존재한다. 대기압 노출 전의 스펙트럼에서도 같은 형태의 peak 들이 관측되며 

스펙트럼에 A, B, C 로 표시되어 있다.  
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그림 3. O-face ZnO 시료의 온도 의존성 PL spectrum 들. 
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그림 3 에 D0X peak 과 A, B 의 phonon replica 가 온도에 따라 어떻게 변하는지 

보여지고 있다. 스펙트럼들은 보기 편하도록 위아래로 이동시켜 그려졌으며, 

온도 차이들은 등간격이 아님에 유의하라. 온도가 올라갈수록 D0X peak 이 

작아지며 낮은 에너지 쪽으로 이동하는 것을 볼 수 있다. 상온 근처에서는 PL 

peak 이 broad 해 지며 phonon replica 와 합체되는 모습을 볼 수 있다. 먼저 

온도에 따른 peak 의 위치 변화를 살펴보자.  

Peak energy 값의 온도에 따른 변화가 그림 4 에 사각형 모양으로 표시되어 

있다. )/()0()( 2 TTETE +−=   의 Vashini’s formula 로 fitting 한 결과가 

곡선으로 그려져 있다. Fitting 된 그래프도 잘 맞지 않으며, α, β 의 parameter 들도 

결과값보다 error 값이 더 큰 것으로 나타나 위의 empirical formula 에 잘 맞지 

않음을 알 수 있다. 이는 스펙트럼에서 가장 큰 값을 가지는 위치가 다른 

peak 들로 인해 영향을 받았음을 의미하여, 높은 온도에서의 스펙트럼의 peak 

위치만을 이용한 분석은 한계가 있음을 보여준다.  
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그림 4. 온도에 따른 PL peak 위치. 곡선은 Vashini formula 로 fitting 한 결과이다. 
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그림 5. 온도에 따른 PL peak intensity. 

 

PL intensity 의 온도에 따른 변화가 그림 5 에 보여지고 있고, 이를 통해 PL 

peak 을 만드는 에너지 레벨의 activation energy 를 알 수 있다. Arrhenius plot 

)]exp(1/[)0()(
kT

E
ITI A−+=  을 통하여 fitting 한 curve 가 그림 5 에 실선으로 

표시되어 있고, activation energy EA = 66.6meV 의 값을 얻을 수 있었다 

(k=0.08617meV/K 이용). 이는 ZnO 의 매우 큰 exciton binding energy ~60meV 와 잘 

일치하며, 상온에서까지 exciton peak 이 유지되는 ZnO 의 장점을 보여준다. 

Fitting 된 curve 는 저온 (60K 이하) 부분에서 조금 데이터와 벗어나 있는데, 

실제로는 Arrhenius equation 에 두 개의 activation 항을 넣음으로써 많이 

해결된다고 한다.[5] 
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결 론  

 

O-face ZnO 시료의 상온 PL spectrum 은 분석에 한계를 보일 수 밖에 없으며, 

따라서 온도에 따른 변화를 관측함으로써 PL peak 들의 원인과 더불어 큰 값의 

exciton binding energy 를 직접 알아낼 수 있었다. 저온에서의 두 다른 형태의 

스펙트럼에 대해서는 더 연구를 필요로 한다. 
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Targeting of proteins to cell membrane by cholesterol modification 

at the C-terminal1 

 

류수경, 권혁만2 

 

요약: Hedgehog 단백질은 자가절단 반응을 수행하여 C-말단에 콜레스테롤이 결합된 형태의 

신호전달 펩티드를 생성하는데, hedgehog의 자가절단 반응은 the C-terminal autoprocessing 

domain (CAD)에 의해 매개된다. 본 연구에서는 hedgehog의 CAD를 활용한 enhanced green 

fluorescent protein (EGFP)-cholesterol 제조법을 개발하였다. EGFP-CAD-His 융합단백질을 

대장균에서 발현하여 분리한 후, 콜레스테롤에 의한 자가절단 반응을 수행하여 C-말단에 

콜레스테롤이 결합된 EGFP를 제조하였다. EGFP-cholesterol를 HeLa 세포에 처리한 결과, EGFP-

cholesterol은 세포막에 선택적으로 위치하였다.  

 

서 론 

 

지질성 분자와 결합된 단백질은 세포막 또는 지질성 분자에 친화력을 갖는 

소재에 선택적으로 위치하게 된다. 따라서 단백질에 지질성 분자를 결합시키는 

post-translational modification 은 단백질 위치를 특정하는 기법으로 활용될 수 

있다. 

Hedgehog 단백질은 선구물질로 생성된 후, 자가절단 반응을 통하여 

신호전달 펩티드로 전환되어 세포 밖으로 방출된다. 자가절단 반응은 

hedgehog 의 C-말단에 존재하는 the C-terminal autoprocessing domain 

(CAD)에 의해 매개되는 데, 자가절단 반응 과정에서 한 분자의 콜레스테롤이 

신호전달 펩티드의 C-말단에 ester bond 로 결합된다 (Porter et al., 1996b). 

Hedgehog CAD 에 의한 자가절단 반응은 thio-ester 중간 생성물을 거치는 

intein-mediated self-splicing 과정과 유사한 반응 기전을 가지며, SGGCF 

                         
1 이 논문은 2016학년도 한국외국어대학교 학술연구비 지원에 의하여 이루어진 것임. 
2 한국외국어대학교 자연과학대학 생명공학과 교수 
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절단부위의 glycine 과 cysteine 사이가 절단된다 (Porter et al., 1996a; Hall et 

al., 1997). 또한 intein-mediated self-splicing 반응과 유사하게 hedgehog 

CAD 에 의한 자가절단 반응에서도 자가절단 부위의 N-말단 domain 에 대한 

아미노산 서열 특이성은 발견되지 않는다. 따라서 hedgehog 의 N-말단 

신호전달 펩티드 대신 이종의 단백질을 대체한 경우에도 자가절단 반응은 

정상적으로 진행되며, C-말단에 콜레스테롤이 결합된 이종 단백질이 자가절단 

반응의 산물로 생성된다 (Vincent et al., 2003). 계면활성제에 녹인 

콜레스테롤을 정제된 단백질에 첨가하는 시험관 조건에서도 hedgehog CAD 에 

의한 자가절단 반응은 진행된다. 

   본 연구에서는 이러한 hedgehog CAD 에 의한 자가절단 반응의 특성을 

활용하여 이종 단백질의 C-말단에 콜레스테롤을 특이적으로 결합시키는 기법을 

개발하였다. 그리고 이 기법으로 생산한 EGFP-cholesterol 단백질을 HeLa 

세포에 처리하면 EGFP-cholesterol 단백질이 세포막에 선택적으로 위치함을 

발견하였다.   

 

재료 및 방법 

 

(1) pTWIN_EGFP-CAD 플라스미드 제작 

   인간 hedgehog 유전자의 CAD 부위의 5’ 말단과 3’ 말단에 EcoRI과 PstI 

제한효소 절단부위가 각각 위치하는 CAD_His_EPL 플라스미드를 합성하였다. 

pTWIN 플라스미드를 EcoRI과 PstI로 절단하여 intein 부위를 제거한 후 

CAD_His_EPL의 EcoRI/PstI 단편을 삽입하여 pTWIN 플라스미드의 intein 

부위를 인간 hedgehog CAD로 치환한 pTWIN_CAD_His를 제작하였다. EGFP 

유전자의 5’ 말단과 3’ 말단에 NdeI과 SapI 제한효소 절단부위가 각각 위치하는 

EGFP_EPL 플라스미드를 합성하였다. pTWIN_CAD_His의 NdeI/SapI 자리에 

EGFP_EPL의 NdeI/SapI 단편을 삽입하여 pTWIN_EGFP-CAD 플라스미드를 

제작하였다. 
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(2) E. coli에서 재조합 EGFP-CAD-His 단백질 발현 및 정제 

   pTWIN_EGFP-CAD를 E. coli BL21 (DE3)에 형질전환하였다. 

pTWIN_EGFP-CAD 형질전환제를 LB 배지에 접종하여 37 ℃에서 overnight 

배양한 후, 배양액을 20배 희석하여 1 L LB 배지에 접종하여 OD600에서 0.6 

값이 될 때까지 배양하였다. 배양액에 1 mM IPTG를 넣어준 후 26 ℃에서 

3시간 동안 발현을 유도하였다. 발현된 EGFP-CAD-His 단백질을 Ni-NTA 

affinity chromatography를 수행하여 정제하였다. Binding buffer의 조성은 20 

mM NaH2PO4, 300 mM NaCl, 10 mM imidazole, pH 8.0을, wash buffer의 

조성은 50 mM NaH2PO4, 300 mM NaCl, 50 mM imidazole, pH 8.0을, 그리고 

elution buffer의 조성은 50 mM NaH2PO4, 300 mM NaCl, 250 mM imidazole, 

pH 8.0을 사용하였다. EGFP-CAD-His 단백질을 포함하는 분획을 dialysis 

buffer (50 mM NaH2PO4, 250 mM NaCl, pH 8.0)에 대하여 4 ℃에서 24시간 

동안 투석하였다.  

  

(3) hedgehog CAD의 자가절단 반응 

   EGFP-CAD-His 단백질의 자가절단 반응은 20 μM EGFP-CAD-His, 1.6 

mM 콜레스테롤 농도에서 진행하였다. cleavage buffer의 조성은 100 mM Tris-

HCl, 150 mM NaCl, 4 mM Triton X-100, 1 mM DTT, pH 7.4을 사용하였으며, 

반응은 30 ℃에서 48 시간 진행하였다. EGFP-cholesterol은 Ni-NTA affinity 

chromatography를 수행하여 CAD-His로부터 분리하였다.  

 

(4) confocal laser fluorescent microscopy 

   EGFP-cholesterol을 OPTI-MEM 배지에서 0.1 μM 농도로 1시간 동안 

HeLa 세포에 처리하였다. PBS로 2차례 세포를 세척한 후, EGFP의 형광을 
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confocal laser fluorescent microscopy에서 관찰하였다. 

 

결과 및 고찰 

 

   pTWIN 플라스미드의 intein 부위를 인간 hedgehog 유전자의 CAD 부위로 

치환한 pTWIN_CAD_His 플라스미드를 제작하였다. pTWIN_CAD_His의 NdeI과 

SapI 절단부위를 사용하여 이종 단백질 유전자를 삽입하면 이종 단백질 C-

말단과 CAD의 N-말단 사이에 CAD의 자가절단 반응 절단부위인 XXXCF를 

지닌 재조합 단백질을 생성하게 된다. 본 연구에서는 EGFP의 5’ 말단과 3’ 

말단에 NdeI과 SapI 절단부위가 각각 위치하는 EGFP 유전자를 합성한 후, 

EGFP 유전자의 NdeI/SapI 단편을 pTWIN_CAD_His 플라스미드의 NdeI/SapI 

자리에 삽입하여 pTWIN-EGFP-CAD 플라스미드를 제작하였다. 

   pTWIN-EGFP-CAD를 대장균에 형질전환 시킨 후, EGFP-CAD-His 

단백질의 발현 여부를 확인하였다 (Fig. 1). IPTG를 첨가하여 단백질 발현을 

유도한 대장균에서 51 kDa 크기의 EGFP-CAD-His 단백질이 만들어 졌음을 

확인하였다. EGFP-CAD-His 단백질 C-말단에 존재하는 His tag을 활용하여 

Ni-NTA affinity chromatography으로 EGFP-CAD-His 단백질을 대장균 

단백질로부터 분리하였다. 

   재조합 EGFP-CAD-His가 시험관에서 콜레스테롤을 사용한 자가절단 활성을 

갖는지 확인하였다 (Fig. 2A). EGFP-CAD-His에 콜레스테롤을 첨가한 후 

30 ℃에서 8시간과 24 시간 반응을 진행시킨 실험군에서 26.7 kDa 크기의 

EGFP와 24.4 kDa 크기의 CAD-His가 증가하였다. Hedgehog CAD에 의한 

자가절단 반응은 thio-ester 중간 생성물을 거쳐 진행되며, thio-ester 중간 

생성물은 DTT가 제공하는 반응성이 높은 SH-잔기에 의해 쉽게 반응하여 

절단된다. DTT를 50 mM로 첨가한 실험군에서 EGFP와 CAD-His가 많이 

생성됨을 확인하였다. 이 결과로부터 EGFP-CAD-His가 thio-ester 중간 
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생성물을 거치는 자가절단 활성을 갖고 있고 EGFP-CAD-His의 자가절단 

반응이 콜레스테롤에 의해서도 진행될 수 있음을 확인할 수 있었다. 

 

 

 

Figure 1. Expression of EGFP-CAD-His in E. coli. (A) General scheme for the CAD-

mediated cholesterol conjugation method. (B) Expression of EGFP-CAD-His was 

induced by the addition of IPTG. Whole cell extract (lane 1), the supernatant fraction 

after centrifugation (lane 2), the flow through fraction of Ni-NTA chromatography 

(lane 3), the eluent of Ni-NTA chromatography (lane 4), the dialysate after the 

dialysis of the eluent fraction (lane 5). Lane M, size marker. 

 

   EGFP-cholesterol은 His tag을 갖고 있지 않아 Ni-NTA affinity 

chromatography을 사용하면 His tag을 갖고 있는 CAD-His와 EGFP-CAD-

His로부터 분리할 수 있다. EGFP-CAD-His의 자가절단 반응물을 Ni-NTA 

affinity chromatography로 전개한 후 flow through 분획에서 EGFP-

cholesterol을 획득하였다 (Fig. 2B). 
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Figure 2. Hedgehog CAD autoprocessing by cholesterol in vitro. (A) Cholesterol 

stimulated the autoprocessing of EGFP-CAD-His in vitro. 20 μM EGFP-CAD-His and 

1.6 mM cholesterol were included in the reaction, and the reaction proceeded at 30 ℃ 

for 8h or 24 h. (B) The autoprocessing reaction was stimulated either by the addition 

of cholesterol or DTT. Whole cell extract (lane 2), the flow through fraction of Ni-

NTA chromatography (lane 3), the eluent of Ni-NTA chromatography (lane 4), the 

whole reaction mixture after the autoprocessing reaction (lane 5, lane 9), the 

supernatant after centrifugation (lane 6, lane 10), the dialysate (lane 7, lane 11), the 

flow through fraction of the second Ni-NTA chromatography (lane 8, lane 12) of the 

reaction mixture. Lane 1, size marker. 
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   DTT에 의해 매개된 자가절단 반응에서 생성되는 EGFP-DTT는 DTT가 

지닌 또 하나의 반응성이 높은 SH-잔기와 반응하여 EGFP-OH와 DTT로 

빠르게 분리된다. EGFP-cholesterol과 EGFP-OH는 분자량과 총 전하량이 

비슷하여 SDS-PAGE 분석에서는 분리되지 않으므로 서로 구분할 수 없다. 

콜레스테롤에 의해 매개된 자가절단 반응에서 생성된 EGFP의 C-말단에 

콜레스테롤이 결합되어 있음을 확인하기 위하여 살아있는 세포에서의 EGFP의 

분포를 조사하였다. EGFP는 친수성 단백질로 세포막에 삽입되거나 통과하기가 

매우 어렵다. 반면 EGFP-cholesterol은 콜레스테롤에 의해 세포막에 쉽게 

삽입될 것으로 추론할 수 있다. EGFP-CAD-His의 자가절단 반응으로부터 

정제한 EGFP 생성물을 HeLa 세포에 1시간 처리한 후, EGFP의 분포 양상을 

confocal laser fluorescent microscopy로 조사하였다.  DTT 반응에서 생성된 

EGFP를 처리한 세포에서는 EGFP 형광을 거의 관찰할 수 없었다. 반면 

콜레스테롤 반응에서 생성된 EGFP를 처리한 세포에서는 세포막에서 높은 

강도의 형광이 관찰되었다 (Fig. 3). 이 결과는 콜레스테롤 반응에서 생성된 

EGFP에 콜레스테롤이 결합되어 있음을 나타낸다. 

 

 

Figure 3. Localization of EGFP-cholesterol at the cell membrane of HeLa cells. HeLa 

cells were treated with 0.1 μM of EGFP-cholesterol or EGFP for 1h and observed 

under confocal laser fluorescent microscopy. 
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   단백질에 특정 화합물을 결합시키면 단백질의 활성, 성질, 또는 생체 내 

분포를 변화시킴으로써 단백질의 용도를 확장할 수 있다. 단백질에 콜레스테롤을 

결합시키면 콜레스테롤의 소수성 성질을 이용하여 친수성 단백질이 갖지 못하는 

새로운 성질을 부여할 수 있다. 본 연구에서는 EGFP에 콜레스테롤을 결합시켜 

EGFP를 세포막에 선택적으로 위치시킬 수 있음을 확인하였다. 그리고 

콜레스테롤에 친화력을 가진 소재를 사용한다면 단백질 약물을 전달하는 

용도로도 활용될 수 있을 것이라 사료된다. 

   Teruya et al. (2010)은 GFP의 C-말단에 콜레스테롤을 결합시키는 native 

chemical ligation 기법을 보고하였다. 이 기법에서는 GFP-thioester 중간 

생성물을 생산하기 위해 MESNA를 사용하였으며, 반응성을 갖는 SH-잔기를 

콜레스테롤에 부과하기 위해 Cys-NH-diethylene glycol-NHCO-cholesterol을 

사용하였다. Hedgehog CAD를 활용한 콜레스테롤 결합 기법은 native chemical 

ligation과 동일한 C-말단 장소 특이성을 갖고 있을 뿐만 아니라 MESNA와 

같은 단백질 활성을 저해할 가능성이 있는 어떠한 화합물도 사용하지 않는 

장점이 있다. 그리고 Cys-NH-diethylene glycol-NHCO-cholesterol와 같은 

콜레스테롤 유도체가 아닌 콜레스테롤을 직접 반응에 사용하는 장점을 갖고 

있다. Hedgehog CAD를 활용하여 단백질에 콜레스테롤을 성공적으로 결합시킨 

본 연구결과는 향후 콜레스테롤 결합을 활용한 단백질 공학 연구에 기반기술로 

개발 될 수 있을 것이다. 
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Pichia farinosa 에서 사용 가능한 새로운 발현 벡터 개발1  

임호근, 이현환2 

 

ABSTRACT : Pichia farinosa는 halotolerant yeast 로써 발효 산업에서 가치 있는 균주이다. P. 

farinosa는 높은 세포 밀도에서의 성장에서 다른 yeast 균주에 비해 유리하고 오염으로부터 잘 

견딘다. 하지만 이 균주에 대한 유전자 발현 vector, 균주 형질전환 기술 등 유전자조작을 위한 

tool이 부족하여 유전자 재조합 숙주로는 사용되어지지 않고 있다. 더구나 Pichia pastoris나 

Saccharomyces cerevisiae와 같이 유사한 yeast 균주에서 사용되는 expression system 과는 

다르게 P. farinosa 에서는 Leucine 을 coding 하는 CUG codon 을 Serine 으로 번역한다. 본 

연구에서는 이 균주에 대한 유전자 조작 기술의 미비함과 CUGLeu codon 의 mistranslation 을 

극복하기 위해 P. pastoris 발현 벡터중의 하나인 pGAPZ A를 사용하여 새로운 발현 벡터를 

제작하였다. 또한 기존의 ura3 를 integration site 로 사용하는 대신 integration site를 coding 하는 

HIS2 gene 을 이용하여 P. farinosa 의 chromosomal DNA 내에 integration 을 성공시켰다. 항생제 

내성에 의한 선별을 용이하게 하기 위해 codon usage를 optimization시킨 zeocin유전자를 

사용하였다. 본 연구에서 개발된 발현 vector 를 이용하여 lacZ 유전자를 발현하여 확인 한 결과 

lacZ유전자가 성공적으로 chromosomal DNA내로 삽입되어 안정적으로 유지되었고 발현됨을 

확인하였다. 이 결과를 바탕으로 제작된 expression vector는 P. farinosa 를 숙주로 사용하여 외래 

유전자를 안정적으로 발현할 수 있어 유용함을 확인하였다.  

 

 

서 론 

Pichia farinosa (Candida cacaoi)는 반자낭 균류로서 내염성을 가진 yeast 이며 

homothallic diploid 로 설명되어져 왔으나 아직 특정한 phylogenetic tree 에는 

분류 되지 않았다 (Wang et al., 2006). 이 균주가 산업적으로 주목을 받는 

이유는 Glycerol (Bisping et al., 1990)이나 xylitol (Hiroshi and Toshiyuki,  

                                                       

1이 논문은 2016 학년도 한국외국어대학교 학술연구비 지원에 의하여 이루어진 것임.  

2한국외국어대학교 자연과학대학 생명공학과 교수  



임호근, 이현환 

2 

 

1969)을 대량생산 할 수 있는 특성 때문이다. 이 균주는 다른 yeast 에 비해 몇 

가지 특징적인 모습을 보이는 데 예를 들어 고밀도 배양이 가능하고, 생장속도가 

여타 효모에 비해 빠르며, 그 결과 오염이 될 확률이 매우 적다는 것 들이다. 

이러한 특징들은 이 효모가 단백질이나 chemical 등 특정 물질을 생산하는 

숙주로서 매우 매력적이라는 것을 보여준다. 특히 osmoprotectant 를 세포내에 

대량으로 축적할 수 있기 때문에 glycerol 과 같은 물질을 118-130 g/L 까지 

생산 할 수 있는 것으로 보고 되었다 (Wang et al., 2006). 이와 같은 특징 들로 

인해서 P. farinosa 는 발효 산업에서 특정 물질의 생산에 적합한 균주로 

평가된다. 한편 P. farinosa 는 생균제로 사용하여 효과를 보기도 하는데 

사료첨가제로써 사용되어 가축의 산란율을 높이거나 장내 미생물 중 요소 분해 

효소를 생산하는 유해세균의 번식을 억제하여 암모니아 생성률을 낮춰 동물의 

건강 증진에 기여하고 분뇨의 악취를 줄여주는 것으로 보고되었다. 또한 동물의 

분뇨에 직접 처리하는 방법으로도 악취의 감소효과를 보였다(Kim et al., 1992; 

Kim et al., 2002; Yoo et al., 2012).  

하지만 이러한 여러 가지 장점들에도 불구하고 P. farinosa 의 발현 벡터 

개발이나 유전적 형질전환 방법이 제대로 정립 되어 있지 않았기 때문에 유전자 

재조합 기술을 사용하여 P. farinosa 를 이용하는 숙주 미생물로 사용하는 

시도는 아직까지 많이 보고되지 못한 실정이다. 더구나 Saccharomyces 

cerevisiae, Pichia pastoris 와 같은 효모에서의 protein translation 과는 다르게 

Leucine 을 coding 하는 CUG codon 을 Serine 으로 번역하는 특이한 점이 

있는 것으로 알려져 있다 (Suzuki et al., 2002; Wang et al., 2006). 그러므로 P. 

farinosa 에서 사용 가능한 expression system 을 구축하기 위해서는 CUG 

codon 을 Leu 을 coding 하는 다른 codon 으로 대체해 주어야 한다. 한편 외부 

유전자가 P. farinosa 에서 안정적으로 발현되기 위해서는 chromosome 속으로 

integration 될 필요가 있다. 이를 위해 염색체 상의 Ura3 (OMP Dcase, 

orotidine 5’-phosphate decarboxylase) 유전자의 사용이 보고되었으며, ura3 
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의 발현 여부에 따라 selection system 을 달리하여 형질전환체를 선별하는 

방법이 알려져 있다 (Francois et al., 2004).  

본 연구에서는 P. farinosa 균주가 발효산업의 숙주 미생물로서 가치도 있고 

생균제로서 사료첨가물 으로서도 가치가 있는 바, 유전자 재조합 기술을 통하여 

P. farinosa 를 이용 할 수 있는 발현 벡터를 개발하고 또한 integration 

site 로서 Ura3 외에 새로운 site 인 HIS2 를 찾아서 적용하였고, 이 vector 의 

유용성을 report 유전자로서 lacZ 의 발현을 확인함으로써 증명하였다. 

 

재료 및 방법 

 

1 . 균주 및 plasmids 

 

본 연구에서 사용한 균주와 plasmid는 Table 1과 같다. 

 

Table 1. Bacterial strains and plasmids. 

Strain / Plasmid Genotype References 

Strain   

E. coli 

Top10F' 

F´{lacIq, Tn10(TetR)} mcrA Δ(mrr-

hsdRMS-mcrBC) Φ80lacZΔM15 

ΔlacX74 recA1 araD139 Δ(ara leu) 7697 

galU galK rpsL (StrR) endA1 nupG 

Invitrogen, Inc. 

E. coli 

BL21(DE3) 

F– ompT gal dcm lon hsdSB(rB
–mB

–) 

λ(DE3 [lacI lacUV5-T7p07 ind1 sam7 

nin5]) [malB+]K-12(λ
S) 

Invitrogen, Inc. 
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Strain / Plasmid Genotype References 

P. farinosa Wild-type CBS 7064 

HG01 
P. farinosa CBS 7064 

ΔHIS2 with LacZ gene 
This study 

HG02 
P. farinosa CBS 7064 

ΔHIS2 with hLf N-lobe 
This study 

Plasmid   

pGEM-T Easy Ampicillinr, T/A cloning vector Promega Co. 

pBHA  
Ampicillinr , Synthesized gene shuttle 

vector 
Bioneer Co. 

pGAPZ A Zeocinr , P. pastoris expression vector Invitrogen, Inc. 

pGAPZ A ZeoR 
pGAPZ A with codon optimized zeocinr 

gene 
This study 

pGAPZ A ZeoR 

IS 
pGAPZ A ZeoR with integration site This study 

pGAPZ A LacZ pGAPZ A ZeoR IS with LacZ gene This study 

pGAPZ A SS 
pGAPZ A ZeoR IS with codon optimized 

secretion signal sequence 
This study 

pGAPZ A SSN 
pGAPZ A SS with codon optimized hLf 

N-lobe gene 
This study 

 

2. 균주 배양 

 

 E. coli 는 LB (Luria Bertani) broth (10 g tryptone, 5 g yeast extract, 5 g 

sodium chloride in 1 L of distilled water) 를 사용하여 37 ℃, 250 rpm으로 

overnight culture 하였다. 재조합 DNA를 가진 형질전환체의 선별과 배양을 

위해서 각 배지에 agar 1.5%, ampicillin 50 ㎍/㎖ 혹은 zeocin 50 ㎍/㎖ 을 
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첨가하여 배양하였다. P. farinosa 의 배양은 YPD broth (1% tryptone, 0.5% 

yeast extract, 2% peptone in 1 L of distilled water) 배지를 사용하여 30 ℃, 

230 rpm으로 overnight culture 하였다. P. farinosa의 형질전환체의 선별을 

위해서 YPD plate 에 500 ㎍/㎖ 의 zeocin 을 첨가하여 30 ℃ 에서 48 h 

배양하였다. 

 

3. Codon optimization 

 

P. farinosa 에서 외부 유전자의 최적 발현을 위해 cloning에 필요한 zeocin 

resistance gene, lacZ gene, secretion signal sequence의 codon optimization을 

수행하였다. 단계적인 cloning을 위한 restriction enzyme site를 고려하여 

필요한 gene들을 Bioneer Co. (Daejeon, Korea) 에서 합성하여 구입하였다. P. 

farinosa 의 codon usage가 아직 알려지지 않아 P. pastoris 의 codon usage 를 

이용하여 codon optimization 을 수행하였고, 추가적으로 CTG codon 을 codon 

usage 에 의거하여 CTT, CTC, CTA, TTA, TTG 중의 한 codon 으로 치환 

하였다. 

 

4. Polymerase Chain Reaction(PCR)을 이용한 integration site gene 확보 

 

PCR을 수행하여 HIS2 gene 을 증폭하기 위해서 template로 사용될 P. farinosa 

CBS 7064의 chromosomal DNA 를 추출 하였다. 먼저 P. farinosa CBS 7064 

를 YPD broth 에 접종 후 24 h culture 하였다 (30 ℃, 230 rpm). 배양액을 

1700 xg 으로 원심 분리 후 Phosphate Bufferd Saline(PBS) 300 ㎕ 에 

resuspension 하였다. Phenol & chloroform 300 ㎕ 와 glass beads (d=0.5 ㎜) 

를 첨가하여 vortex 1 min, ice 30 sec 를 5~10 회 반복하여 cell lysis 를 

수행하였다. Cell lysis 후 1,700 xg 으로 원심 분리 후 상등액의 300 ㎕ 를 

새로운 eppendorf (EP) tube 로 transfer 하였고 chloroform 300 ㎕ 를 첨가 



임호근, 이현환 

6 

 

하여 섞어 준 후 14,000 xg 으로 원심 분리하였다. 상등액 200 ㎕ 를 새로운 

EP tube 로 transfer 한 후 ammonium acetate (7.5 M) 100 ㎕ 와 100% 

ethanol 600 ㎕ 를 첨가 하였다. -70 ℃ 에서 30 min 보관 후 4 ℃ 에서 

14,000 xg 으로 25 min 원심 분리 하였다. 상등액을 버리고 70% ethanol 1㎖을 

첨가 후 천천히 섞어 준 다음 14,000 xg 으로 원심 분리 하였다. 상등액을 버린 

후 ethanol 을 상온에서 증발 시켰다. 그 후 nuclease free water 를 30~50 ㎕ 

첨가하였고 RNase A (Promega Co.) 를 처리한 다음 (37 ℃, 15 min) 

chromosomal DNA 만을 추출하였다. 

PCR 은 25 ㎕ 의 GoTaq® Hot Start Green Master Mix (2x), 1~5 ㎕ (0.25 

㎍)의 chromosomal DNA, 0.5 ㎕ 의 각 primer (10 μM)를 포함하는 50 ㎕ 의 

반응액을 Swift™ MaxPro Thermal Cycler (ESCO® Micro Pte. Ltd) 를 

사용하여 수행하였다. 이 때, HIS2 gene 의 증폭을 위해서는 integration site (F), 

(R) primer를 사용하였으며 pre-denaturation (95 ℃, 5 min) 후, 총 30 cycle의 

amplification (95 ℃, 30 sec, 53 ℃, 30 sec, 72 ℃, 1 min) 을 시행하였고 그 후, 

72 ℃ 에서 7 min 동안 1 cycle 의 extension 을 하였다. 각 PCR 에 사용한 

모든 primer 는 Table 2 에 나타나 있으며 Bioneer Co. 에서 합성하여 

구입하였다. 

 

Table 2. Primers and its sequences used in this study 

Primer Sequence (5' → 3') 

Integration site(F) ATGCATTCACATCACAGTCATAGTG 

Integration site(R) AGATCTTCATTTATATTGGCACCAAAAAC 

ZeoR-opti(F) CGCTAGGGATGTAGCTGGAG 

ZeoR-opti(R) AATTTCCTGCTGGGTCTCTC 

Secretion signal(F) TTCGAAACGATGAGATTTCCTTCAATTTTTAC 
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Primer Sequence (5' → 3') 

Secretion signal(R)  GTCGACAGCTTCAGCCTCTCTTTTCTC 

hLf N-lobe(F) GTCGACGGTCGTAGAAGAAGGAGTGTAC 

hLf N-lobe(R) GTCGACACGCAAGTTTTGGATGG 

* F : Forward primer, R : Reverse primer. 

* Restriction enzyme sites are underlined. 

 

5. 발현 벡터 제작 및 형질전환 

 

5-1. P. farinosa 발현 벡터 제작 

 

양 말단에 제한효소 NcoI, EcoRV 서열을 가지고 있는 codon-optimized zeocin 

resistance gene은 pBHA 플라스미드를 NcoI, EcoRV 로 절단하여 획득하였고, 

pGAPZ A의 NcoI, EcoRV 로 절단한 부위에 삽입하여 재조합 플라스미드 

pGAPZ A ZeoR을 얻었다. 

  HIS2 유전자는 P. farinosa CBS 7064 의 chromosomal DNA 로부터 PCR 을 

통해 획득하였다. 이때 forward primer는 제한효소 NsiI 서열을 포함하고 

있으며 reverse primer 는 제한효소 BglII 서열을 포함하고 있다. PCR에 의해 

얻은 HIS 2 유전자를 재조합 플라스미드 pGAPZ A ZeoR 의 NsiI, BglII 부위에 

삽입하여 재조합 플라스미드 pGAPZ A ZeoR IS를 획득하였다. 

 

 5-2. 균주의 형질전환 

 

E. coli 형질전환을 위해서 CaCl2를 이용하여 competent cell (CP cell)을 

제작하였다 (Dagert and Ehrlich, 1979). 이후 경우에 따라 50 ㎍/㎖ 의 

ampicillin 이나 50 ㎍/㎖ 의 zeocin 이 첨가된 LB agar plate 에 도말 하여 
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37 ℃에서 배양하였다. 

P. farinosa의 형질전환은 Wang 등 (2006)의 방법을 변형하여 사용하였다. P. 

farinosa CBS 7064 을 YPD broth 에서 overnight culture 한 후, 이를 YPD 

broth로 transfer 하여 OD600=0.8~1.2 까지 배양하였다. 세포를 원심분리 (4 ℃, 

1500 xg, 5min) 한 후 상등액을 버리고 남은 cell pellet을 original volume 의 

ice-cold DW 로 resuspension 하였다. 다시 원심분리 한 후 1/2 original 

volume 의 25 mM DTT 로 resuspension 하였다 (30 ℃, gently shaking, 

30min). 그 후 원심분리 하고 1/2 original volume 의 ice-cold DW 로 

resuspension 하였다. 다시 원심분리 후 2 ml의 1 M sorbitol 으로 

resuspension 하고 원심분리 한 후 pellet 을 1 ml의 1 M sorbitol 으로 다시 

resuspension 하여 CP cell 을 제작하였다. Electroporation에 앞서 

transformation 에 사용 될 DNA (1~2 ㎍)와 CP cell 80 ㎕ mixture 를 0.2 cm 

큐벳에 담아서 5분 동안 얼음에 방치하였다. GENE PULSER (Bio-Rad Co.)를 

이용하여 1,500 V, 25 uF, 200 Ω의 조건으로 electroporation 을 수행한 후, 

즉시 1 ml 의 1 M sorbitol solution 을 첨가하였다. 그 다음 15 ml tube 로 

transfer 하여 shaking 없이 30 ℃에서 1 h incubation 하였다. 그 다음 YPD 2 

ml을 첨가 하여 regeneration 하였다 (30 ℃, 2 h, 250 rpm). Positive 

candidates 를 선별하기 위해서 zeocin 500 ㎍/㎖를 첨가한 YPD plate에 

도말하여 30 ℃ incubator 에서 48 h 배양하였다.  

  

6. P. farinosa에서 β-galactosidase 발현 

 

Codon-optimized LacZ 유전자를 플라스미드 pBHA로 부터 EcoRI, SalI을 

사용하여 절단한 후 이를 재조합 플라스미드 pGAPZ A ZeoR IS 의 동일한 

부위에 삽입하여 재조합 플라스미드 pGAPZ A LacZ를 획득하였다. 이 재조합 

플라스미드를 제한효소 SpeI 으로 절단하여 선형으로 만든 후, P. farinosa CBS 

7064의 염색체 속으로 삽입하였다. P. farinosa의 염색체 DNA에 삽입된 
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플라스미드 DNA는 codon-optimized zeocin resistance 유전자를 PCR로 

증폭함으로써 확인하였으며, 이때 primer 는 ZeoR-opti(F), (R)을 사용하였다. 

이렇게 만들어진 재조합 균주를 500 ㎍/㎖ zeocin 과 80 ㎍/㎖ X-gal 이 

첨가된 YPD plate에서 tooth-picking 하여 30 ℃, 24 h 배양하여 blue colony 

생성여부를 확인하였다. 

 

결과 및 고찰 
 

1. P. farinosa의 zeocin 내성 농도 측정 

 

P. farinosa 형질전환체의 선별을 위해 zeocin에 대한 항생제 내성도를 측정하였

다. P. farinosa CBS 7064 를 YPD broth에 24 h 배양 후 농도 별로 zeocin이 

첨가된 배지에 도말하여 colony 생성여부를 계수하여 확인하였다 (Fig. 1). 이 

결과 P. farinosa 는 낮은 농도의 zeocin에 대하여 내성을 가지나 500 ㎍/㎖의 

농도부터는 생장을 할 수 없음을 확인하였다. 따라서 본 연구에서 형질전환체의 

선별을 위하여 500 ㎍/㎖ 의 zeocin을 배지에 첨가하여 사용하였다. 

 

Fig. 1. Zeocin resistance of P. farinosa CBS 7064. Experiments were 

carried out at least in triplicate Values are shown by mean + SD. 
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2. 발현 벡터 제작 

양 말단에 제한효소 NcoI, EcoRV 서열이 포함된 codon-optimized zeocin 

resistance 유전자를 플라스미드 pBHA (Fig. 2a) 로부터 절단하여 pGAPZ A 의 

동일한 부위에 삽입하여 얻은 플라스미드를 pGAPZ A ZeoR 이라 명명하였다 

(Fig. 2b).  

     (a)                                (b) 

         

Fig. 2. Structure of recombinant plasmid pGAPZ A ZeoR and plasmid pBHA 

vector. (a) pBHA containing codon-optimized zeocin resistance gene (ZeoR) 

for E. coli  (b) pGAPZ A ZeoR containing codon-optimized ZeoR for P. 

farinosa.  

 

외부 유전자를 P. farinosa의 염색체 속으로 integration을 위해서는 안정적으로 

삽입될 수 있는 염색체상의 유전자 locus를 선정하는 것이 필요하다. 이를 위해

서 본 연구에서는 HIS2를 사용하였다. HIS2 locus는 P. pastoris에서 이미 안정

한 site로 검증되어 사용되고 있어 P. farinosa에서도 사용될 수 있을 것으로 예
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상되었다. HIS2 유전자는 P. farinosa CBS 7064의 chromosomal DNA 로부터 

PCR 을 통해 획득하였다 (Fig. 3a). PCR에 의해 얻은 HIS2 유전자를 재조합 플

라스미드 pGAPZ A ZeoR 의 NsiI, BglII 부위에 삽입하여 pGAPZ A ZeoR IS를 

얻었다 (Fig. 3b).  

P. farinosa CBS 7064 의 염색체 DNA 로 벡터를 삽입하기 위해 ura3 gene 을 

사용한 보고들이 있으나 (Francois et al., 2004), 이 경우 auxotrophic mutant의 

생장을 위한 metabolite를 배지에 첨가해야 하는 단점이 있다. 따라서 본 연구에

서는 이미 P. pastoris에서 사용되고 있는 HIS2 유전자를 새로운 integration 

site로 사용하기로 하였다. 필요조건으로써는 이후의 단백질 발현을 위한 

cloning에서 사용할 제한효소 부위가 존재하지 않아야 하며 double crossover 

recombination에 의한 삽입을 위해 유전자의 중앙 부근에 선형화를 위한 한 개

의 제한효소 부위가 있어야 한다. 또한 삽입 후 형질전환된 P. farinosa 의 생장

에 영향을 끼치지 않아야 한다. 이를 위해 HIS2 유전자를 P. farinosa으로 부터 

knock-out한 예비연구 결과 이러한 조건들을 만족시켰다 (data not shown).  

 

 

 

 

 

(a)                          (b) 
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Fig. 3. Amplification of HIS2 gene (a) and structure of recombinant plasmid 

pGAPZ A ZeoR IS (b). All the genes except HIS2 in the vector were codon-

optimized as described in the text.  

 

3. pGAPZ A zeoR IS를 이용한 β-galactosidase 발현 

양 말단에 제한효소 EcoRI, SalI 서열을 가지는 codon-optimized LacZ 유전자

를 플라스미드 pGAPZ A ZeoR IS 의 동일 부위에 삽입하여 pGAPZ A LacZ를 

얻었다. β-galactosidase의 발현을 위해서 LacZ 유전자를 GAP promoter 하에 

위치하게 하였다. 이 재조합 플라스미드를 제한효소 SpeI 으로 절단하여 선형으

로 만든 후 P. farinosa CBS 7064 의 염색체의 HIS2 삽입시켰다 (Fig. 4a). 

LacZ 유전자의 삽입을 확인하기 위해 primer ZeoR-opti(F), (R) 을 사용하여 

PCR에 의해 증폭하였다. 이 primer 는 zeocin 유전자의 codon-optimized 

sequence 에 상보적인 서열을 가졌기 때문에 positive candidates 선별에 용이

하였다. 그 결과 308bp 의 DNA 크기가 나타남으로써 염색체 속으로 삽임되었

음을 확인하였다 (Fig. 4b).  
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Fig. 4. Integration of recombinant plasmid pGAPZ A LacZ into the 

chromosome of P. farinose. Schematic diagram of integration of the vector 

(a) and confirmation of integration by PCR (b).  

 

β-galactosidase의 발현과 그 활성을 확인하기 위해서 500 ㎍/㎖ zeocin 과 

80 ㎍/㎖ X-gal 이 첨가된 YPD plate 에 재조합 균주를 tooth-picking 하여 

30 ℃, 24 h 배양한 다음, blue colony 를 나타내는 균주들을 선별하였다 (Fig. 

5). 그 결과 야생형 P. farinisa에서는 β-galatosidase 활성이 보이지 않는 반면 
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(Fig. 5a) lacZ 유전자가 삽입된 integrated vector를 가진 재조합 균주는 

positive control로 사용된 E. coli와 같이 blue color를 띠는 것을 확인하였다 

(Fig.5b and c). 이 균주 중 하나를 HG01이라 명명하였다.  

 

 

 

(a)                     (b)                      (c) 

   

 Fig. 5. Expression of β-galatosidase from the recombinant strain HG01. 

Strain HG01 contains the integrated pGAPZ A LacZ as described in the text. 

(a)Wild type P. farinosa CBS 7064 in YPD X-gal plate as negative control. 

(b)E. coli DE3(BL21) in LB X-gal plate as positive control. (c)Recombinant 

strain HG01. The strain shows the β-galatosidase activity by showing blue 

color in the YPD zeocin X-gal plate. 

 

이런 결과로써 본 연구에서 제조한 재조합 vector GAPZ A zeoR IS의 P. 
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farinosa 발현 벡터로서의 유용성이 검증 되었고 이 벡터를 활용하여 P. 

farinose 에서 외부 유전자를 cloning하고 이를 chromosomal DNA로 삽입시켜 

안정적으로 발현시킬 수 있음을 확인하였다. 특히 본 연구에서 새로 찾은 

integration site 로서 HIS2는 균주의 생장이나 필수 metabolite의 발현에 전혀 

영향을 주지 않아서 외부 유전자 삽입 위치로 아주 적합하며, 제작된 새로운 발

현 vector 역시 P. farinosa의 산업적 응용성을 생각 할 때 유전자 재조합에 필

요한 새로운 tool로서 가치가 매우 클 것으로 사료된다. 
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습지로부터 분리한 cellulase 생산 균주의 동정 및 특성1 

 

강희영, 차인성, 김하늘, 조기성2 

 

ABSTRACT: Cellulolytic strains were isolated from Gyeongan wetland in Gyeonggi-do, Republic of Korea. The 
cellulolytic strains were selected by congo red staining and Somogyi-Nelson method. Among the isolates, four 

Gram-negative and rod shaped bacterial strains were designated strains HMF7303, HMF7305, HMF7315 and 

HMF7317. Phylogenetic tree based on 16S rRNA gene sequences showed that strains HMF7303 and HMF7315 
formed a lineage within the genera Sphingomonas and Novosphingobium. Strains HMF7305 and HMF7317 were 

identified as member of the genera Microbacterium and Bacillus, respectively. Strain HMF7317 was exhibit the 

highest cellulase acitivity. This study suggests that these results can be used as basic information for understanding 
the cellulase producing strains ability. 

 

서 론 

고등식물, 선태식물, 일부 조류의 세포벽 주성분인 cellulose는 glucose가 β-1-4 

결합에 의하여 이루어진 고분자 물질이다 (Park et al., 2014). Cellulose는 대표적인 

식물성 자원으로 주목을 받고 있으며, 제지공업, 섬유, 사료, 식품산업 등의 현대 

생물산업에 널리 이용되고 있다. 또한 환경친화적으로 폐수처리 및 폐기물 

처리에 이용되고 있다 (Chang et al., 2005). 특히 현대사회의 심각한 에너지 고갈과 

환경오염에 대처하기 위한 바이오 에탄올의 생산 원료로도 적용되고 있어 

에너지 산업에 있어서의 활용도 또한 기대되는 biomass 자원이다 (Kim et al., 

2009). Cellulose는 D-glucose 중합체로서 endo-β-1,4-cellulase (EC 3.2.1.4), exo-β-1,4-

cellulase (EC 3.2.1.91) 그리고 β-1,4-glucosidase (EC 3.2.1.21)의 3가지 효소가 

협동적으로 작용하여 단당인 D-glucose로 분해가 이루어진다 (Park et al., 2012; 

Kwon et al., 2015). Cellulose는 전분을 대체하여 바이오 에탄올의 원료로서 

각광받고 있으나 cellulase로부터 화학적 또는 생화학적 처리로 분해하여 

glucose를 얻는데 많은 비용과 어려움을 겪고 있으며, 이를 효율적으로 생분해 할 

수 있는 효소 개발이 필요한 실정이다 (Chi et al., 2011; Jung et al., 2013). 많은 

연구자들로부터 cellulose를 효과적으로 분해할 수 있는 미생물의 탐색 및 

                         
1 이 논문은 2016학년도 한국외국어대학교 학술연구비 지원에 의하여 이루어진 것임. 
2 한국외국어대학교 자연과학대학 생명공학과 교수 
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cellulase 효소에 대한 연구가 진행되고 있는데 특히 동물 및 곤충의 소화기관과 

토양 및 식물 등의 많은 환경조건에서 cellulase 생산 미생물이 탐색되고 있다 

(Yoon et al., 2013; Baek et al., 2014). 섬유소 분해효소는 곰팡이, 세균, 방선균 등 

여러 미생물들에 의해 생산된다. 곰팡이가 분비하는 cellulase는 일반적으로 

약산성 영역에서 높은 활성을 보이고, 고온환경에서 불안정성과 낮은 효소 활성 

등의 한계가 존재하는 반면, 세균이 생산하는 효소는 중성 또는 알칼리성에서 

최대 활성을 주로 나타내고, 고온에서도 안정적인 활성을 보이기 때문에 세균 

유래의 새로운 효소를 분리하려는 연구가 수행되었다 (Yoon et al., 2013; Choi et al., 

2015). 따라서 본 연구에서는 미생물 다양성이 높은 습지로부터 cellulase를 

생산하는 균주를 분리, 동정하였으며, 이들 미생물의 배양조건과 생리학적, 

생화학적 특성, 효소의 활성을 조사함으로써 기초자료를 제공하고자 한다. 

 

재료 및 방법 

 

1. 균주 분리 및 배양 

 시료는 경기도 광주시 퇴촌면에 위치한 경안천 습지 생태 공원에서 습지의 

저질토를 채취하였다. 채취한 시료는 멸균된 0.5% NaCl 용액에 넣고 1분간 

vortex 하였다. 이 후 연속 희석법을 이용하여 R2A에 도말한 후 30℃에서 

배양하여 균주를 순수 분리하였다. 순수 분리하여 얻은 단일 균주의 cellulose 

분해 능력을 검정하기 위하여 CMC(carboxymethyl cellulose)를 1% 첨가해 CMC 

agar 배지를 제조하였다. 단일 균주의 replica plate를 만들고 CMC agar 배지에 

균주를 접종하여 30℃에서 5일간 배양한 후, 상온에서 0.1% congo red로 20분간 

충분히 염색한 후 1M NaCl 용액으로 15분간 세척하였다. 셀룰로스가 분해된 

균의 주변에 형성된 투명환을 확인하고 균주들을 선발하였다 (Ariffin et al., 

2006; Sazci et al., 1986). 

  

2. 분리된 균주의 16S rRNA 염기서열 및 계통 분석 
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 선발된 균주는 R2A에서 3일간 30℃로 배양한 후 자란 colony를 이용하여 16S 

rRNA 증폭을 위한 colony PCR을 수행하였다. 균주의 염기서열은 EzTaxon-e server 

(http://eztaxon-e.ezbiocloud.net; Kim et al., 2012)에 따라 종명을 동정하였고, GenBank 

(http://ncbi.nlm.nih.gov)의 database에서 염기서열을 확인하였다. 동정 된 균주들 중 

다른 genus에 속하고 투명환이 크게 나타나는 균주 4종을 선택하여 기존에 

알려진 균주들과 분리된 균주의 계통발생학적 상관관계를 확인하였다. 계통학적 

분석을 하기 위해서 MEGA version 6 program을 통하여 분석할 염기서열을 

정렬하였고 (Tamura et al., 2013), neighbor-joining method (Saitou and Nei, 1987)를 

사용하여 계통도를 작성하였다. 

 

3. 형태 및 생리화학적 특성 

 선택된 4종의 균주는 R2A agar에 접종한 후 30℃에서 3일간 배양하여 배지에 

형성된 colony의 형태와 크기를 확인하였고, Gram-staining을 수행하여 세포의 

형태적 특징과 Gram-reaction을 알아보았다 (Hucker, 1921). 분리된 균주의 최적의 

생장 환경을 알아보기 위하여 온도, pH, 염분농도의 조건을 조절하여 균주의 

생육 정도를 조사하였다. 온도 조건은 4℃, 10℃, 15℃, 20℃, 25℃, 30℃, 37℃, 

42℃로 달리하여 배양하여 R2A agar에서 3일동안 배양한 후 관찰하였다. pH는 

R2A 배양액에 pH4-pH10까지 pH1씩 차이를 두었고, 염분 농도는 0-2% 에서는 

0.5% 간격으로, 2-5% 까지는 1% 간격으로 차이를 두고 NaCl을 R2A 배양액에 

첨가하여 생장 여부를 조사하였다. 균주의 생리화학적 특징을 알아보기 위하여 

API 20NE와 API ZYM을 사용하였고 탄수화물 이용도 조사는 GN2 microplate를 

사용하였다. 배지별 생장 여부는 R2A, Tryptic Soy Agar (TSA), Nutrient Agar (NA), 

Marine Agar (MA), MacConkey agar 배지에서 30℃에 배양하여 조사하였다. 

 

4. 고분자 물질 분해 효소 활성 시험 

선별된 균들의 고분자 분해능을 알아보기위해서 다음과 같은 다양한 배지를 

이용하였다. 검정 배지는 R2A를 기본 배지로 사용하였다. DNA 분해 능력 
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검정은 DNase test agar 배지에서 DNase 반응을 확인하였다. 단백질 (protein) 분해 

능력 검정은 skim milk를 3% 첨가하여 배지를 제조하였다. 배지에 균을 접종하고 

30℃에서 3일 배양한 후 투명환의 생성 여부를 확인하였다. 전분 (starch) 분해 

능력 검정은 각각 soluble starch를 1% 첨가해 배지를 만들었다. 배지에 균을 

접종하고 30℃에서 2일 배양한 후 Lugol’s iodine을 부은 다음 색의 변화를 

관찰하였다. Starch가 존재하는 부분은 진한 청색으로 변하고 starch 분해능이 

있는 균체 주변은 투명환이 나타나는 것으로 amylase 효소 활성을 조사하였다. 

키틴 (chitin)의 분해 능력을 검정하기 위해서 chitin 2%가 포함된 chitin agar 

배지를 사용하였다. 만들어진 Chitin agar 배지에 균을 접종하여 30℃에서 5일간 

배양하였으며, 주변에 생성되는 투명환을 확인하였다. 

 

5. 조효소액의 조제 및 효소활성 측정 

1.0% CMC 가 포함된 basal 액체배지에서 6일간 배양한 후 배양액을 

10,000rpm, 4℃에서 30분간 원심분리한 상등액을 조효소액으로 사용하였다. 

Cellulase 활성도는 Somogyi-Nelson 환원당 정량법으로 측정하였다. 원심분리하여 

얻은 조효소액을 CMC와 PBS(Phosphate Buffer Saline)의 혼합용액에 1:1로 혼합한 

후 40℃에서 30분간 반응 시킨 후, CMC로부터 유리된 glucose 함량을 

측정하였다. 표준곡선은 glucose를 이용하여 작성하였다. 효소활성도 1 U(unit)은 

위 조건하에서 1분간에 1 μmol의 glucose에 상응하는 환원당을 생산하는 효소의 

양으로 정의하였다 (Wood and Bhat, 1988; Khatiwada et al., 2016). 

 

결과 및 토의 

 

습지 시료를 R2A agar배지에 도말한 후 생성된 colony를 순수 분리한 결과 총 

96 개의 세균을 분리하였다.  분리한 세균들 중 cellulase 생산하는 균주는 18종

이었고, 16S rRNA 염기서열에 기초하여 동정한 결과 염기서열 유사도는 10종의 

표준균주와 가깝게 나타났다. HMF7299는 Ideonella dechloratans 와 97.5%의 유사
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도를 보였고, HMF7302는 Duganella phyllosphaerae 와 98.8%의 유사도를 나타내었

다. HMF7303은 Sphingomonas trueperi 와 99.7%, HMF7304는 Bacillus aryabhattai 

와 100%, HMF7305는 Microbacterium lacus 와 100%, HMF7306, HMF7307, 

HMF7308, HMF7310, HMF7311, HMF7312는 Paenibacillus barcinonensis 와 99.9-

100%, HMF7313은 Paenibacillus xylanexedens 와 98.3%로 확인되었다, HMF7309, 

HMF7314, HMF7317, HMF7319는 Bacillus aerophilus 와 99.9-100%, HMF7315는 

Novosphingobium resinovorum 와 100%, HMF7316은 Micromonospora palomenae 와 

98.9%의 유사도를 나타내었다 (Table 1). 이들 중 다른 genus에 속하고 투명환이 

크게 나타나는 균주 4종을 선발하였다. 선발된 HMF7303, HMF7305, HMF7315, 

HMF7317은 16S rRNA 염기서열을 기초로 계통도를 작성하여 근연종들과의 상

관관계를 분석하였다 (Fig. 1). HMF7303은 다른 종들과는 분리된 monophyletic 

clade를 형성하였다. HMF7305와 HMF7315는 16S rRNA 유전자 염기서열이 유사

한 Microbacterium lacus 와 Novosphingobium resinovorum 이 각각 계통발생학적 연

관성이 높게 나타났다. 반면, HMF7317은 염기서열이 가장 가까운 균주가 아닌 

Bacillus altitudinis 와 연관성이 높은 것으로 나타났다. 

균주의 형태와 Gram staining 결과는 4종 모두 그람 음성이며 간균 형태를 확인

하였고, 생리학적, 생화학적 특성은 Table 2에 나타내었다. HMF7303의 생장온도는 

10℃-42℃로 나타났고, HMF7305, HMF7315, HMF7317은 20℃-37℃로 확인되었

다. 최적 온도는 4종 모두 30℃임을 보였다. pH에 따른 생장범위는 HMF7303에

선 pH6-pH8, HMF7305는 pH7, HMF7315는 pH6-pH8, HMF7317은 pH6-pH9에

서 생장하는 것으로 나타났다. 염분농도에 따른 생장을 보면, HMF7303은 0%-

3%에서 생장하였고, HMF7305와 HMF7317은 0%-5%에서, HMF7315는 0%-1%에

서 생장하였다. 다양한 배지를 이용한 생장여부 결과는 다음과 같다. R2A, TSA에

서 모두 생장하는 것으로 나타났고, NA에서는 HMF7303, HMF7315, HMF7317 균

주만 생장하였다. 또한, Marine agar에서는 HMF7303을 제외한 HMF7305, HMF7315, 

HMF7317 균주가 생장하는 결과를 보였다. MacConkey agar에서는 4종의 균주 모

두 생장하지 않는 것으로 나타났다. API kit를 이용한 결과는 arginine dihydrolase, 
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urease, aesculin hydrolysis, D-glucose, esterase (C4), esterase lipase (C8), naphthol-AS-BI-

phosphohydrolase는 4종 모두 positive로 나타났고, nitrate reduction, indole production, 

glucose fermentation, capric acid, adipic acid, phenylacetic acid, lipase (C14), α-

chymotrypsin, N-acetyl-β-glucosaminidase, α-mannosidase, α-fucosidase는 negative로 나

타났다. 이외에도 HMF7303은 PNPG (β-galactosidase), L-arabinose, N-acetyl-

glucosamine, malic acid, D-mannose, D-maltose, leucine arylamidase, valine arylamidase, α-

glucosidase, β-glucosidase, alkaline phosphatase, acid phosphatase, β-galactosidase, cystine 

arylamidase, trypsin, β-glucuronidase에서 positive를 나타내었다. HMF7305는 D-

mannose, D-maltose, D-mannitol, leucine arylamidase, valine arylamidase, α-glucosidase, β-

glucosidase, α-galactosidase에서 HMF7315는 PNPG (β-galactosidase), L-arabinose, N-

acetyl-glucosamine, malic acid, D-maltose, trisodium citrate, leucine arylamidase, valine 

arylamidase, α-glucosidase, β-glucosidase, alkaline phosphatase, acid phosphatase, β-

galactosidase에서 HMF7317은 gelatinase, PNPG (β-galactosidase), L-arabinose, N-acetyl-

glucosamine, malic acid, D-mannose, D-mannitol, trisodium citrate, potassium gluconate 에

서 positive를 보였다 (Table 2). DNA, casein, starch, chitin가 함유된 배지를 이용하

여 그 분해능을 시험한 결과 선별된 4종의 균주에서 모두 분해하지 못 함으로서 

DNase, chitinase, amylase의 활성이 없음을 확인하였다. 반면, HMF7317은 casein을 

분해하는 효소가 있음이 확인되었다 (Table 2). GN2 microplate를 이용한 결과는 선

별된 4종 모두 D-fructose를 이용하는 것으로 나타났고, N-acetyl-D-galactosamine, N-

acetyl-D-glucosamine, adonitol, D-arabitol, i-erythritol, L-fucose, m-inositol, D-mannitol, D-

sorbitol, xylitol, acetic acid, citric acid, formic acid, D-galactonic acid lactone, D-

galacturonic acid, D-gluconic acid, D-glucosaminic acid, α-hydroxybutyric acid, γ- 

hydroxybutyric acid, p-hydroxy phenlyacetic acid, itaconic acid, α-keto butyric acid, α-keto 

valeric acid, malonic acid, D-saccharic acid, sebacic acid, glucuronamide, D-alanine, L-

aspartic acid, glycyl-L-aspartic acid, L-histidine, L-leucine, L-ornithine, L-phenylalanine, L-

pyroglutamic acid, D-serine, L-threonine, D,L-carnitine, γ-amino butyric acid, urocanic acid, 

uridine, thymidine, phenylethyl-amine, putrescine, 2-aminoethanol, 2,3-butanediol, glycerol, 

D,L,α-glycerol phosphate는 이용하지 않는 것으로 나타났다. 추가적으로 HMF7303

은 dextrin, α-D-glucose, pyruvic acid methyl ester, D-psicose, α-cyclodextrin, Tween 40, 
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Tween 80, L-arabinose, D-cellobiose, D-galactose, gentiobiose, maltose, L-rhamnose, D-

trehalose, succinic acid mono-methyl-ester, cis-aconitic acid, β-hydroxybutyric acid, succinic 

acid, bromosuccinic acid, L-glutamic acid, L-proline, D-glucose-6-phosphate, D-mannose, 

glycogen, α-D-lactose, lactulose, D-melibiose, β-methyl-D-glucoside, D-raffinose, sucrose, 

turanose, α-keto glutaric acid, D,L-lactic acid, L-alaninamide, L-alanine , L-alanyl-glycine, 

glycyl-L-glutamic acid, hydroxy-L-proline, L-serine, α-D-glucose-1-phosphate 을 이용하

는 것으로 나타났다. HMF7305는 dextrin, α-D-glucose, pyruvic acid methyl ester, 

inosine을 이용하였고, HMF7315는 dextrin, α-D-glucose, pyruvic acid methyl ester, D-

psicose, α-cyclodextrin, Tween 40, Tween 80, L-arabinose, D-cellobiose, D-galactose, 

gentiobiose, maltose, L-rhamnose, D-trehalose, succinic acid mono-methyl-ester, cis-aconitic 

acid, β- hydroxybutyric acid, succinic acid, bromosuccinic acid, L-glutamic acid, L-proline, 

D-glucose-6-phosphate, D-glucuronic acid, propionic acid, succinamic acid을 이용하였다. 

HMF7317은 D-psicose, D-mannose, quinic acid, L-asparagine을 이용하는 것으로 확인

되었다. 

CMC를 기질로 하여 각 균주의 효소 활성을 측정했을 때 HMF7303은 0.016 

U/ml의 cellulase 활성을 보였으며, HMF7305는 0.008 U/ml, HMF7315는 0.003 

U/ml를 나타내며 비교적 낮은 활성을 보였다. HMF7317은 0.031 U/ml을 나타내 

다른 3종보다 높은 활성을 나타냈다.  

본 연구를 통해서 다양한 산업에 널리 이용되는 cellulase를 생산하는 균주를 

습지로부터 분리하였고, 4종의 균주를 선별하여 계통발생학적, 생리학적, 생화학

적 특성을 확인하였으며, cellulase의 활성을 측정하였다. 분리된 균주가 효과적으

로 사용되기 위해서는 효소의 생산성 향상 및 효율적인 이용을 위한 추가적인 

연구가 필요하다. 

 

Acknowledgements 

이 연구는 2016년 한국외국어대학교 학술연구비 지원에 의해 이루어진 것임.



강희영, 차인성, 김하늘, 조기성 

 

 

8 

Table 1. List of strains and their taxonomic affiliations Strains 

Strain ID Closest species 16S rRNA similarity (%) 

HMF7299 Ideonella dechloratans 97.51 

HMF7302 Duganella phyllosphaerae 98.81 

HMF7303 Sphingomonas trueperi 99.72 

HMF7304 Bacillus aryabhattai 100 

HMF7305 Microbacterium lacus 100 

HMF7306 Paenibacillus barcinonensis 100 

HMF7307 Paenibacillus barcinonensis 100 

HMF7308 Paenibacillus barcinonensis 99.93 

HMF7309 Bacillus aerophilus 99.93 

HMF7310 Paenibacillus barcinonensis 99.93 

HMF7311 Paenibacillus barcinonensis 99.87 

HMF7312 Paenibacillus barcinonensis 99.87 

HMF7313 Paenibacillus xylanexedens 98.26 

HMF7314 Bacillus aerophilus 100 

HMF7315 Novosphingobium resinovorum 100 

HMF7316 Micromonospora palomenae 98.89 

HMF7317 Bacillus aerophilus 100 

HMF7319 Bacillus aerophilus 100 
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Table 2. Characteristics of four cellulase producing strains isolated from wetland. 

1, HMF7303; 2, HMF7305; 3, HMF7315; 4, HMF7317. All data from in this study under the 

same experimental conditions. +, Positive; -, negative reaction. 

 

Characteristics 1 2 3 4 

Temperature range for growth (°C) 10-42 20-37 20-37 20-37 

pH range for growth 6-8 7 6-8 6-9 

NaCl range for growth (%) 0-3 0-5 0-1 0-5 

Growth on:     

R2A, TSA,  + + + + 

NA + - + + 

Marine agar - + + + 

MacConkey - - - - 

Hydolysis of:     

Aesculin, CM-cellulose  + + + + 

Casein (skimmed milk) - - - + 

Starch, dextrin, chitin, DNA - - - - 

Nitrate reduction, indole production, glucose fermentation - - - - 

Enzyme activities     

Esterase (C4), esterase lipase (C8), naphthol-AS-BI-phosphohydrolase 

Arginine dihydrolase, urease 
+ + + + 

Leucine arylamidase, valine arylamidase, α-glucosidase, β-glucosidase + + + - 

β-galactosidase (PNPG) + - + + 

Alkaline phosphatase, acid phosphatase, β-galactosidase + - + - 

Cystine arylamidase, trypsin, β-glucuronidase + - - - 

α-Galactosidase - + - - 

Gelatinase - - - + 

Lipase (C14), α-chymotrypsin, N-acetyl-β-glucosaminidase, 
α-mannosidase, α-fucosidase 

- - - - 

Asimilation of:     

D-Glucose + + + + 

L-Arabinose , N-acetyl-glucosamine, malic acid + - + + 

D-Mannose + + - + 

D-Maltose + + + - 

D-Mannitol - + - + 

Trisodium citrate - - + + 

Potassium gluconate - - - + 

Capric acid, adipic acid, phenylacetic acid - - - - 
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Fig. 1. Neighbour-joining phylogenetic tree based on 16S rRNA gene sequences, showing 

the phylogenetic relationship of strains HMF7303, HMF7305, HMF7315 and HMF7317 

with related strains, repectively. (a), strains HMF7303 and HMF7315; (b), strain HMF7317; 

(c), strain HMF7305. Rhodospirillum rubrum ATCC 11170T (KJ567598), Ureibacillus 

thermosphaericus DSM 10633T (AB101594) and Curtobacterium luteum DSM 20542T 

(X77437) were used as outgroups. The numbers at the nodes are the percentages (>70 %) 

indicating the level of bootstrap support based on 1,000 resampled data set. Bars, (a), 0.02; 

(b), 0.01; (c), 0.005 substitutions per nucleotide position. 
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