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Nd가 implant된 GaN 시료의 온도 의존 광특성 연구1 

 

이 석 주2 

 

요약 : Nd이 implant된 GaN 시료의 여기 광원에 따른 온도 의존 photoluminescence를 관측하였다. 

Above gap excitation에서는 온도가 증가함에 따라 방출 빛의 세기가 감소하는 현상을 보이나, 

442nm의 below gap excitation험에서는 온도 150K에서 방출 빛의 세기가 크게 증가하는 특이점이 

관측되었다. 이는 host GaN 내의 trap level이 해당 온도에서 공명 현상을 보이는 것으로 생각된다. 
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상온에서도 좁은 선폭의 다양한 파장의 빛을 낼 수 있는 rare-earth(RE) 

이온들에 대한 연구는 매우 중요하다. 특히 host 물질에서 RE ion 으로의 에너지 

전달 과정은 빛 방출 효율에 큰 영향을 주게 되므로 다양한 연구의 대상이 

되어왔다.[1-3] 본 연구에서는 neodymium(Nd)이 implant 된 GaN 시료의 

photoluminescence(PL)와 PL excitation 으로 밝혀진 mechanism[4]에 

추가하여 시료 광특성의 온도 의존성을 측정함으로써 에너지 전달 과정을 심도 

있게 이해하고자 한다. 
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연구에 사용된 GaN epilayer는 ㈜에피플러스에서 metal-organic chemical 

vapor deposition장비를 이용하여 0.2°tilted (1000) sapphire substrate 위에 

성장되었다. Nd ion implantation은 Core system에서 190 keV의 energy로 

3x10!" /cm#의 surface density를 가지도록 주입되었고, implantation이 끝난 

!
1 이 논문은 2022학년도 한국외국어대학교 학술연구비 지원에 의하여 이루어진 것임. 
2 한국외국어대학교 자연과학대학 전자물리학과 교수 



! " # "$  

!

" !
!

시료들을 질소 가스를 흘려주며 900℃에서 90분 동안 열처리하였다. 광학특성 

분석에 이용한 여기 광원으로는 HeCd laser의 325, 442 nm line과 Ar laser의 

488, 514 nm line을 사용하였으며 PL spectrum은 Spex 1702 1m single 

monochromator를 사용하여 분광 후 Ge-detector를 사용하여 검출하였다. 

시료는 He closed cycle refrigerator로 12 K까지 냉각시키고, 상온까지 온도를 

변화시켜가며 광특성을 분석하였다. 

 

결과 및 고찰 

 

그림 1은 시료를 T=12K에서 HeCd laser 442 nm로 여기시켜 얻은 PL 

spectrum이다. 그림에서 보는 것과 같이 Nd atom의 energy level인 4F3/2에서 

electron이 4I13/2, 
4I11/2, 

4I9/2으로 떨어지면서 IR 영역의 빛을 내는 것을 볼 수가 

있다. 4F3/2→
4I9/2 (900 nm∼965 nm)에서는 921.28 nm, 932.16 nm의 파장이 

관측되었으며, 4F3/2→
4I11/2 (1085 nm∼1155 nm)에서는 1116.92 nm의 파장이 

가장 강하게, 4F3/2→
4I13/2 (1420 nm∼1430 nm)에서는 1424.78 nm의 파장이 

약하지만 관측되었다. 

그림 1.  PL spectrum of GaN:Nd excited by 14 mW HeCd 442 nm line 
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시료의 excitation energy dependence를 알아보기 위해 HeCd laser 325 nm, 

442 nm line과 Ar laser 488 nm, 514 nm line으로 sample을 excitation 시켜 

얻은 결과를 그림 2에 나타내었다. HeCd laser 325 nm, 442 nm line으로 

excitation 시키면 Nd peak을 관측할 수 있었지만, Ar laser 488 nm, 514 nm 

line으로 excitation 시키면 Nd peak을 관측할 수 없었다. Ar laser 488 nm, 514 

nm line으로excitation 시킨 sample에서 보이는 1100 nm에서 1300 nm 구간의 

broad peak 은 ion implantation시 발생하는 damage defect의 영향으로 인한 

것이다. 위 결과를 통해 우리는 GaN band gap 내에 Nd의 trap level 이 442 nm 

근처에 존재한다는 것을 예상할 수 있다. 

 

그림 2. Excitation energy dependent PL spectra of GaN:Nd 
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그림 3. 325nm로 여기된 온도의존성      그림 4. 442nm로 여기된 온도의존성 

 

HeCd laser 325 nm, 442 nm line으로 시료의 temperature dependence를 

조사한 것이 그림 3과 그림 4이다.  Above gap excitation인 HeCd 325nm line 

excitation시 ! "#$ %!!&' ( ) * "+,- ."/ #!
$%$) * &+,- ."/ #"

$%$0 의 Ahrrenius plot을 

통하여 activation energy를 구해보면 .1"은 120.2 meV, .1&는 6.24 meV를 얻을 

수 있다. 여기서 .1" 은 은 GaN 내에 존재하는 Nd가 energy를 얻어 

excitation되는 energy로 추정된다. 그림 4의 HeCd 442 nm line을 이용한 여기 

시에도 비슷한 모양인 점선과 같은 모양의 그림을 얻을 것이라 생각하였지만 

실험 결과 시료 온도 150 K(약12.9 meV)에서 PL의 크기가 현저하게 커지는 

것이 관측되었다. 이것은 전혀 예상하지 못했던 결과이며, 매우 흥미로운 

부분이다. 이러한 결과를 그림 5의 GaN 내에 존재하는 Nd의 energy 전달과정 

모식도를 보면 좀 더 자세히 이해할 수 있을 것이다. 
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결정적인 증거를 알아낼 수 있을 것이다. 이러한 mechanism은 GaN:RE 시료의 

빛 방출 효율을 증대시킬 수 있는 매우 중요한 결과로 여겨진다. 
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서 론 

몬테카를로 (Monte Carlo, MC) 시뮬레이션(simulation)은 난수(random 

number)를 발생하여서 복잡한 시스템의 모델링하고 분석에 사용되는 계산의 

양을 획기적으로 줄여서 여러 분야에서 널리 사용되는 수학적 기법이다.! " # 이 

기술은 모나코 공국의 몬테카를로에 위치한 카지노에서 이름을 따왔으며, 

20 세기 초 도박 게임에서 무작위화를 사용하여 인기를 끌었다. 아마도 최근에 

이 방법이 개발되었다면 라스 베가스(Las Vegas) 시뮬레이션이라고 이름이 

붙여졌을 것이다. MC 시뮬레이션의 기원은 1940 년대 중반으로 거슬러 올라간다. 

제 2 차 세계 대전이 끝난 후 몇 년 동안 MC 시뮬레이션은 더욱 발전되어 

물리학, 공학, 금융, 경제를 포함한 다양한 분야에 적용되었다. 그후, 

1960 년대와 1970 년대에 컴퓨터의 발전과 계산 능력의 급속한 발전은  MC  

시뮬레이션을 점점 더 쉽게 접근할 수 있게 만들었고 많은 다른 분야에서 널리 

사용되었다. 오늘날 몬테카를로 시뮬레이션은 재무 위험 관리에서 환경 모델링에 

이르기까지 다양한 응용 분야에서 사용되며 복잡한 문제를 해결하기 위한 

 
1p@pqRH prsrr Xt" pcuvug!Xw pXxDEy pI9$ p+'z p@{gh p|} ~p
2pcu vug!Xw p•DTX!X p€ • • ‚ T pw2  
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강력한 도구로 간주된다. 이를 지구 표면에 존재하는 도시의 철도망에 대해서도 

큰 어려움이 없이 적용할 수 있다. 

그래프 이론(graph theory)은 그래프와 네트워크를 다루는 수학의 한 

분야이다. 그 근원은 오일러에 의해 독일 쾨니히스베르크(지금은 러시아의 

칼리닌그라드) 도시에 걸쳐 7개의 다리를 모두 한번씩만 거쳐서 제자리로 

돌아오는 문제의 답이 없다고 푼 것을 이 이론의 시초로 보고 있다. 그래프를 

점(dot, node, vertex)과 선분(edge)으로 단순화하여 설명을 한다. 지하철 

시스템에서는 역이 점에 해당되고 지하철 노선은 선분에 해당할 것이다. 지하철 

시스템의 맥락에서, 그것은 역의 연결성과 그것들이 서로 얼마나 가까운지 

연구하는 데 사용될 수 있다. 중심성(centrality)는 이러한 점과 선분으로 연결된 

네트워크를 정량적으로 설명하기위해 도입된 개념이다. 

 

그래프 이론에는 몇 가지 중심성 측정이 있으며, 각각은 네트워크에서 노드의 

상대적 중요성 또는 중심성에 대한 다른 관점을 제공한다.!  가장 일반적으로 

사용되는 중심성 측도는 다음과 같다: (a) 정도 중심성(degree centrality): 

노드가 네트워크에서 가지는 연결 또는 에지 수입니다. (b) 근접성 

중심성(closeness centrality): 네트워크의 다른 모든 노드에 대한 노드의 평균 

거리입니다. (c) 간격 중심성(betweenness centrality): 네트워크의 다른 노드 간 

최단 경로에 있는 노드의 범위입니다. (d) 고유 벡터 중심성(eigenvector 

centrality): 인접 노드의 중심성을 기반으로 노드의 상대적 중요도를 측정합니다. 

(e) 페이지 순위 중심성(pagerank centrality): 네트워크 구조와 노드를 가리키는 

링크 수를 기준으로 노드의 중요도를 측정합니다. 그 외에도 더 다양한 중심성이 

존재한다."  이러한 중심성 측정은 네트워크의 다양한 측면을 분석하고 

네트워크의 주요 노드 또는 연결을 식별하는 데 사용될 수 있다. 중심성 측정의 

선택은 특정 연구 질문과 분석되는 네트워크의 특성에 따라 달라진다. 

 



도시 철도망에서 차원의 문제 

! "
"

 이중에서 근접성 중심성은 그래프 이론에서 노드와 네트워크의 다른 모든 

노드의 평균 거리를 계산하는 척도이다.5 도시철도 시스템(urban railroad 

system)의 경우, 네트워크의 다른 모든 역에 대한 역의 근접성을 결정하는 데 

사용될 수 있으며, 따라서 역이 네트워크의 다른 부분에 얼마나 쉽게 접근할 수 

있는지를 결정할 수 있다. 예를 들어, 높은 근접성 중심성 값을 가진 스테이션은 

다른 많은 역 근처에 위치하고 네트워크의 많은 다른 부분에서 쉽게 접근할 수 

있음을 나타낼 수 있다.  

대도시의 도시철도 망(network)은 많은 경우에 지하로 다녀서 지하철(subway, 

metro)라고 불리우나, 모든 역이나 노선이 다 지하에 있지 않기에 

도시철도망이라고 부르는 게 더 타당하다. (간단한 예로서는, 서울의 2호선은 

한양대역에서 잠실나루역까지는 지상구간이다.)  

 

본 문 

네트워크의 구성이 그림 1과 같이 1차원으로만 되어있다고 가정하자. 

위상학적인 면만 보는 그래프 이론에서는 (a)와 (b)는 구별할 수가 없다. 그러나. 

점과 점을 연결하는 선을 철도라고 생각하면 (a)의 경우는 역과 역 사이의 

!" #$%# $&' #()*+,- #'. #/01 #234- #! #5, #
6789 #: ; < =#> ?. #@A. #BC D #E F G 9 #H I J % 
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간격이 좁고 (b)는 (a)보다 간격이 넓다. 난수를 발생시켜서 원의 

중심점의좌표를 정하고, 그 지점에서 MC 시뮬레이션 하고자 하는 원의 반지름을 

그림과 같이 순차적으로 넓히게 되면, 반지름 r과 원 안에 들어오게 되는 역의 

갯수로 그래프를 그리게 되면, 이 두 경우 모두 직선의 형태가 되면 기울기가 

다르게 표시된다. 

 

 

그림 2. 2차원 네트워크에서 지름을 넓히면서 원 안에 들어있는 점, 즉 역의 갯수를 셀 때, 원의 반

지름에 제곱의 형태로 역의 갯수가 늘어나면, 이 네트워크의 차원은 2차원이라고 할 수 있다. 
 

 

반면, 2차원의 경우를 그림 2에서 살펴보자. 그림 1과 같이 이상적인 경우로 

가정해서, 2차원 격자 마다 역이 있다고 보면, 원의 반지름을 넓힐 때 마다 그 

원 안에 들어오는 역의 갯수는 반지름의 제곱에 비례할 것이다. 이 경우의 

그래프는 2차곡선이 될 것이다. 그림 2의 (a)와 (b)와 같이 격자의 간격이 

달라지면 2차 곡선의 기울기가 달라질 것이다. 차원에 따른 변화를 더 자세히 

살펴보려면 위에서 한 시뮬레이션 결과를 log-linear 그래프로 그린다면, 

선형인지 제곱의 관계를 띄고 있는 지를 쉽게 알게 될 것이다. 이러한 

시뮬레이션을 지역을 변화시키거나, 다른 도시에 대해 행하여서 차원 값을 

비교한다면 도시-도시 간의 도시철도망의 특색을 정량적으로 비교할 수 있게 
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된다. 

지금까지는 1차원 또는 2차원 격자 마다 역이 위치해 있고, 이 역은 모두 다 

사방팔방으로 도시철도 노선과 연결되어 있다고 가정한 이상적인 경위이다. 

그러나 실제의 도시철도 네트워크 망은 그렇지 않다. 일정한 격자마다 역이 

존재하는 것도 아니고, 그 연결선의 간격도 일정하지 않다. 그림 2(a)에서도 

보면 모든 격자 위치에 점이 위치하는 것이 아니고, 비어있는 지점도 존재하는 

것이다. 역의 실제적인 위도와 경도 위치를 반영하여 시뮬레이션 하게 될 

경우에는 이상적으로 가정한 그림 2와는 여러 면에서 상이하다. 하지만 

시뮬레이션을 하게 될 경우에 역이 밀집하게 되어 있는 지역과 그렇지 않는 

지역의 경우 다르게 그 시뮬레이션 값이 나올 것이고, 서울의 강남구와 같은 

지역은 2차원 격자와 비슷하게 역이 밀집되어 분포하고 있기에 이 경우에는 

시뮬레이션 하는 원의 반지름에 제곱에 비례하는, 즉 차원이 2에 접근하는 값이 

나올 것이다. 다른 지역은 그 차원이 1보다 조금 큰 정도의 값이 나올 것이다. 

심지어는 도시철도망이 들어가지 않는 지역이라면 1보다 작은 차원이 나올 수도 

있을 것이다. 이렇게 구한 차원은 그 지역의 국소적인 또는 유효적인 차원(local 

dimension, effective dimension)으로 정의하면 각 지역의 도시철도 접근도를 

나타낼 수 있는 정량적인 지표가 될 수 있다. 그러나, 시뮬레이션은 점, 즉 역의 

갯수만을 고려하지 이의 연결선에 대한 고려는 들어가 있지 않는다는 결점이 

존재한다. 왕십리역과 같이 4개의 노선이 지나가는 환승역에 대한 정량적인 

가산점을 주고 있지 못하고 1개의 노선이 지나는 역과 동등하게 취급하고 있다. 

모든 점의 연결 가능성에 대한 가중치 정보를 고려하지 못하고 있다. 이러한 

점의 연결 가능성에 대해서는 좀 더 심도 깊은 추가적인 연구가 필요하다. 이에 

대한 실마리는 그래프에서 노드에 대한 가중치를 주는 중심성 값이 그 해결의 

실마리를 제공하고있다. 즉, 중심성 가중치를 고려한 시뮬레이션으로 구한 국소 

차원이 도시철도망의 특색을 좀 더 정확하게 정량적으로 설명할 수 있을 것이다.  
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  MC 시뮬레이션을 원의 반지름의 크기를 변화시키면서 하게 될 경우, 반지름과 

시뮬레이션 값의 변화 그래프로부터 그 지점의 국소 차원을 구할 수 있게 된다. 

이 차원 값을 여러 지역에 따라 행하여서 각각 지역의 차원 값으로부터 그 

도시철도만의 특색을 정량적으로 비교할 수 있다. 또한 그래프 이론의 중심성을 

반영한다면 좀 더 정밀한 정량적 비교가 가능하다. 
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SVM ✏ L2-SVM î! ï ! ! ! ! ! " 1

8! ! 2 , ! ! ! 2 , " ! # 2, " ! " 2 , "# ! 2 , # " ! 3

Abstract. $ ! ! " # ! ! ! $ ! ! §! " ! ! " 8" " %" ! # " " " ! SVM $

# " " " %# ! L2-SVM " " " ! ! & $ ! " ! ! # " . SVM ' L2-SVM & ' ( # ( !

dual problem ) ! # $ * # ( ! ! ! " ) %# " " . ! ! # dual problem $ ! ! )& !

primal " # " & " ! " # " # " )& ) " " ! ! # " %' + " . $ ! ! " # ! SVM '

L2-SVM ) , " primal ! $ $ ( $ " ) " %! ( , primal $ dual ! " # ! ! & $ ! # ,

! ! ! # ' %# $ $ ! ! " " " . ! ! " ! $ ‰$ )$ , ! )& & ! # " ! ! ! # ) * &

$ ! # %# $ $ " " " # primal problem # dual problem " ! # ! " # # ⇠! ) * -)

%! % ⇠ + " . ! " " # " # " & ! & ) ' " % ⇠ + "! primal problem $ %. ! )

( " % ! ! & /0 # ) %! % ⇠ + " .

1. # $

Support vector machines (SVM)& ' ( # ( ! dual ! " # " # & ' ⇠& $ " (Sch¬olkopf

and Smola, 2002). Dual problem& ! ! # ' % ! ⇠$ ! ⇠' 1 %$ ! ⇠* " %" . ! %

! ! (sparse estimation)) ! # " & ( $ * # ! ! ! # ' # ! ! # , 1 %⇠' # $ * #

scaling8" ' + $ " " . ! ' " " # & 8" ! primal ! $ " # & ! %$ ! ! * # , ! %

! ! # " ' # ! & support vector %! # " ' # ! "! $ & # + " . ! ! # , (1) 1 %⇠'

%⇠ ! ⇠* " ' # ! * # (n � p) scaling# ' # % + # # $ ! " # , (2) %⇠& "

# dual ! " # # " # ( " # ò primal ! " # "# # " % ⇠ + ! # " & (regulariza-

tion) ! ' }# # " % ⇠ + "! . & # + " . %#! # & ' ! # " " " %. ' # ! &

primal ! $ " # & ! & " " " ! ! ' $ ! * & %" . SVM$ primal ! " # $ ' ‰' ⇠

1. # " 8& 2022( # $ " %%%( " ( " (  ! ! ! ! ! " $ ! & # & ( & + -

2. " %%%( " ( " 1 ! $ ( " ( ! %( $ ( # $ !

3. " %%%( " ( " 1 ! $ ( " ( ! %( $ " ⇠
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2 8! ! , ! ! ! , " ! # , " ! " , "# ! , # " !

(loss function)! hinge loss# # # # # ! ¯!" ' # " #! & # # # $ ' ⇠# " . " #

# Newton-Raphson)& $ " " # " # ! ! ) " . $ ! ! " # ! %#! ú& ) & , ! !

, # MM $ ( $ " ) ! # %!# ! ! ! & ) " %" " .

Robust SVM (RSVM) & # ! & " & ) ) - ! ) $ ' ( %" SVM$ %## # # " .

SVM$ ! " 1 " ! . ! ⇠(individual parameter) ! ! ' ! " # ! & $ $ ' ‰" (# )

! ! % ⇠ + ( ! / §" ! ! # ' # ! " (She and Owen, 2011; Lee et al., 2016).# $ "

! . ! ⇠! ! # ! " # ( * ( ( ! ! $ ' ' # ! " . ! ! # dual problem" ! ( " ! '

SVM solver! ( * ( ) ! $ ! ! $ ! ! 8"& # + " . ( " , primal ! " # ( * ( & ' #

}# ! $ ' # " # ' # ! " . $ ! ! " # ! dual ! " # ( * ( ) ! $ ! ! $ ( $ " )

" %! ( # ! ! " ! ) " .

Least square SVM (L2-SVM)& ' ‰' ⇠! hinge loss" ‡ squared hinge loss! "

" $ primal 8" ! " !" . squared hinge loss! ( && *" # ¯! ' # ! "! . & #

+ " . ' %" $ SVM" # $ primal/dual 8" $ ! " ! # # & ' 8"& # ! ' ! " . $

! ! " # ! L2-SVM$ primal ' dual ! $ ! " ) ! " " " . ! " ! . ! ⇠' Ï' " !

! / §" 8" " " " dual $ ( $ " ) %! # ! + ' ! " ! ) " .

2. ! # ' " ! &

# + ! " 8" ! ( " ! 1 . ( ( 1 %! D = { (xi , yi ) : xi = ( xi 1, xi 2, . . . , xip )T 2

Rp, yi 2 {�1, +1 } , i = 1 , 2, . . . , n} # # ! $ ( ! # , # ! 0 " -& ) " " ) , # + !

" ! & ) ! $ " " .

y = ( y1, . . . , yn )T , X = ( x1, á á á, xp)T = (÷x1, á á á, ÷xp).

& ! # xi = ( xi 1, . . . , xip )T ! & ) X $ i1 ' & ) $ ¯! ( , ÷xj = ( x1j , . . . , xnj )T ! j

1 ' , ) $ ¯" " . # + ! "! , # + ! & # ! " 1 (linear classiÞer)! ' ! " " .

f (x) = ! 0 + xT !

! ! $ ! " 1 ! # " ! & + ! $ ! " # %) " " " " .

öy = sign( f (x)) =

!
"#

"$

�1, f (x) < 0

+1 , f (x) > 0
.
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SVM ' L2-SVM ! ! & ! # ! " ! ! 3

*% " $ ! & %$ ! - { x : f (x) = 0 } ) ) ! *% (decision boundary)# # & # , ) !

*% " # %" ! x$ ! " ! %( # ( ! ± 1) ! " " . SVM ' L2-SVM$ , & & , # "

! & # ! " 1 ! - ! # + " . $ ! ! " # ! & # ! " 1 # ) " * " . $ ! ! ¥" " kernel

! & ) # " ! " ! & # ! " ! %! # ( - # ( ! ' # ! " (Sch¬olkopf and Smola, 2002).

3. SVM

3.1. Quadratic programming in dual. SVM$ primal problem& + ! ' . " . ! "

! ⇠(cost parameter), C > 0 ' $ ( ) ) ! ,

(1)
min

�02R, �2Rp

1
2
k! k2 + C

n%

i=1

" i

subject to "i � 0, yi (xT
i ! + ! 0) � 1� " i 8i = 1 , 2, . . . , n.

# " " " Lagrangian (primal) function & + ! ' . " .

(2)
L p =

1
2
k! k2 + C

n%

i=1

" i �
n%

i=1

#i [yi (xT
i ! + ! 0) � (1� " i )] �

n%

i=1

µi " i

subject to #i � 0, µi � 0, " i � 0 8i = 1 , 2, . . . , n.

(1)$ )$ ' (2)! " %& " )$ ! ! ' ! " . (2)" " " dual problem$ % $ ) ›& 2

$ " * +( ¿! $ & " " (Hastie et al., 2009).' )$ -( ! ! Lagrangian (Wolfe) dual

problem& + ! %# ' ⇠! " " & ! ! +$ . " .

(3)

L D =
n%

i=1

#i �
1
2

n%

i=1

n%

i 0=1

#i #i 0yi yi 0xT
i xi 0

subject to 0 #i  C,
n%

i=1

#i yi = 0 .

# ! ! ⇠ # = ( #1, . . . , #n )T " " " # # # ›(quadratic form) # # # # ! ' # ! " . ›

) " ! ! ⇠&/ " # " " 0 ) $ ! 8" # ¿! quadratic programming) ! # " # & '

' # ! " . (3)$ # ! ö# = (ö#1, . . . , ö#n )T # # ! " ! " 1$ ! ! + ! ›( ! ! " " .

ö! =
n%

i=1

ö#i yi xi = X T (ö# � y).

& ! # �& ! %. 1 ) $ ¯! ! ! " )& 1 ) $ ¯" " . ö#i = 0 ! * # ! ! ! " & ) )

$ ! ) 3) $ ⇠ + " . A = { i : ö#i > 0} ) active set# # # * " . " # # ! $ ! ! ›&
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4 8! ! , ! ! ! , " ! # , " ! " , "# ! , # " !

+ ! ' . # active set" # %! ! 1 %# ( ! %# & ) $ ⇠ + " .

ö! =
%

i2A
ö#i yi xi = X T

A(ö#A � yA).

, " # yA = ( yi )i2A, ö#A = (ö#)i2A)# # , X A! i 2 A! X $ & # & 2 ,! & - &

& ) # " .

, $ ! ) ! # # ! ! 0! ! ! % )& # / " . # ! + ! $ Karush-Kuhn-Tucker (KKT)

+ 2 ) ! # $ ) ⇠ + " (Boyd and Vandenberghe, 2004).

#i [yi (xT
i ! + ! 0) � (1� " i )] = 0 ,

µi " i = 0 ,

yi (xT
i ! + ! 0) � (1� " i ) � 0.

# ›" # #i > 0# " yi (xT
i ! + ! 0) � (1 � " i ) = 0 # (' ' ) $ ⇠ + " . # % ) " #

margin$ ¥# " + ! & %& "i > 0) # , " " . # ! µi = 0 ) $ ¯! ( KKT + 2 "

$ ! & #i = C# " . " # # margin *% " $ ! & %$ ! %§* , A 0 = { i : #i > 0, " i =

0} = { i : 0 < #i < C } ) ! $ ! " + ! ›# ! + " " . y2
i = 1 -) # " ! " ,

yi (xT
i ! + ! 0) � 1 = 0 ) xT

i ! � ! 0 � yi = 0 , 8i 2 A 0

)
%

i2A0

(xT
i ! + ! 0 � yi ) = 0 ) ! 0 =

1
|A 0|

%

i2A0

(yi � xT
i ! ).

|A 0|& * , A 0$ ! % ! ⇠! $ ¯" " . , ›( ! # " ! 0$ ! ! " & " 3 $ . # - )

⇠ + " .

ö! 0 =
1

|A 0|

%

i2A0

(yi � xT
i

ö! ) =
1

|A 0|

%

i2A0

&

yi �
%

i 02A
ö#i 0yi 0xT

i xi 0

'

.

%! * 1 % x" " ! & # % y! $ " ! ! 8" ! " 3 $ . " .

öf (x) = ö! 0 + xT
i

ö! = ö! 0 +
%

i2A
ö#i yi xT

i xi , öy = sign( öf (x)) .

3.2. MM algorithm in primal. Primal problem! › (1)& + ! ' ! ' ! " .

(4) min
�02R, �2Rp

(1� yi (xT
i ! + ! 0))+ +

$
2
k! k2 , min

�02R, �2Rp
%(yi (xT

i ! + ! 0)) +
$
2
k! k2.
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SVM ' L2-SVM ! ! & ! # ! " ! ! 5

& ! # (u)+ = max { 0, u} ! ! $ $ " . " # # ' ⇠ %(u)! hinge loss# ( " $ # + ! '

. # ! $ $ " .

%(u) = (1 � u)+ =

!
"#

"$

0, u � 1

1� u, u < 1.

%(u)! 0" # ¯!" ' # ! # #! & # (piecewise linear) ' ⇠# " . " # # # ! ' ‰' ⇠

! ! ! %# ' ⇠ (4)! Newton )& ) ! # " # & ' " ' # ! " . # ! + % " %& ! !

" ‡ " $ ' ⇠(surrogate function)) " %& ! ! )& ( ! " # & ! & &" " . + ! ' ⇠!

( " ! 1 .

(5) ÷%(u|uo) =

!
""#

""$

(u � 2 + uo)2

4(1� uo)
, uo < 1

(u � uo)2

4(uo � 1)
, uo > 1.

, " ! $ $ ' ⇠! -$$ uo" # + ! ! $ ) # , " " .

(6) ÷%(u|uo) � %(u) 8 u, ÷%(uo|uo) = %(uo).

( , ' ⇠ ÷%(u|uo)! ( & , $ " # uo! ! ! ' ! 0 " ò %(u)* " 0 # $ ( u = uo" #

%" " . # $ " ! $ ) MM property # # & # %(u)" " " " %& ! ÷%(u|uo)! ! # ⇠&%

⇠ + " (Hunter and Lange, 2004).! " # ( ! uo! # ! $ ! ! & ÷%(u|uo)! " %& ! !

0 u⇤! ! " " . " ‹ uo  u⇤! 3 ‡! & ÷%(u|uo)$ " %0 ) $ !" . # $ ! ) ⇠+ %!

" ! (, ! " %(u)$ " %0 ( ! ⇠+ ! # $ " . , ' . # ! ! " " $ ' ⇠ ÷%(u|uo)! u"

" " # # ' ⇠# ¿! ' ) (, ‹ " %0 ) }# $ ) ⇠ + "! . & # + " .

(5)" # ! $ $ ' ⇠ ÷%(u|uo)! # " ! & (4)$ " # & ! , " %# ' ⇠! " 3 $ . " . ! 0

$ ! $ # ! $ ! ö! (0)
0 $ ö! (0)# # % ! uo

i = yi
öf (xi ) = yi ( ö! (0)

0 + xT
i

ö! (0)) ( i = 1 , . . . , n) ( !

! $ ! 1 . " ! & ' ! ! ›) / $ # ! ! , # # &= ( ! 0, ! T )T 2 Rp+1, zi = (1 , xT
i )T 2

Rp+1! ! $ ! " , uo
i = yi zT

i
ö&(0)( ! " ! $ " . # " ! & ) # " ! & , (4)$ %# ' ⇠!

R(&)# ! ( ÷%(u|uo)! " $ " %# ' ⇠! Q(&|&o)# ! 1 . ( ,

R(&) =
n%

i=1

%(yi zT
i &) + &T D�&, Q(&|&o) =

n%

i=1

÷%(yi zT
i &|uo

i ) + &T D�&.

& ! # &o! # ( $ %" # $ ! ! $ # ( D� = Bdiag(0 , �
2 I p)# " . # ! ' ⇠$ MM

property! # , " " . " # # m1 ' ! ! $ ! ö&(m )# # ! " + ! ( %! # , " " .

R(&(m )) = Q(&(m )|&(m )) � Q(&(m+1)|&(m )) � R(&(m+1)).
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6 8! ! , ! ! ! , " ! # , " ! " , "# ! , # " !

)$ # ( ! (, ! ! % ! ) " R(&)! ! $ # ( ! 4 %‹⌧ " -# ( ! " %0 ( ! ⇠+

" " .

$ %. ! # & ( ! ! Q(&|&o)$ " %& $ ! & " 3 $ . " . ! %§ * , ) A 1 = { i :

uo
i < 1} $ A 2 = { i : uo

i > 1} ! ! $ ! & + ! ' . # ! #" " .

Q(&|&o) =
%

i2A1

÷%(yi zT
i &|uo

i )

( )* +
= (⇤)

+
%

i2A2

÷%(yi zT
i &|uo

i )

( )* +
= (⇤⇤)

+ &T D�&.

-- $ # # ! ! $ ! " + ! ' . " . & ! # y2
i = 1 ! $ ) # " " " .

(⇤) =
%

i2A1

(yi zT
i &� 2 + uo

i )2

4(1� uo
i )

=
%

i2A1

(zT
i &� yi (2� uo

i ))2

4(1� uo
i )

=
%

i2A1

wi (t i � zT
i &)2

with wi =
1

4(1� uo
i )

=
1

4(1� yi zT
i &o)

, t i = yi (2� uo
i ) = 2 yi � zT

i &o

' $ (

(⇤⇤) =
%

i2A2

(yi zT
i &� uo

i )2

4(uo
i � 1)

=
%

i2A2

(zT
i &� yi uo

i )2

4(uo
i � 1)

=
%

i2A1

wi (t i � zT
i &)2

with wi =
1

4(uo
i � 1)

=
1

4(yi zT
i &o � 1)

, t i = yi uo
i = zT

i &o.

# ! - ,! " + ! ' . # # ! - ) ⇠ + " .

ö&= arg min
✓

Q(&|&o) = ( Z T W Z + D�)�1Z T W t.

& ! # W = diag( wi ), t = ( t1, . . . , tn )T , Z = ( zT
1 , á á á, zT

n )T # #

wi =

!
"#

"$

1
4(1�yizT

i ✓o)
, yi zT

i &o < 1

1
4(yizT

i ✓o�1)
, yi zT

i &o > 1
, t i =

!
"#

"$

2yi � zT
i &o. yi zT

i &o < 1

zT
i &o, yi zT

i &o > 1
.

# ! ( # # ! penalized weighted least squares solution-) $ ⇠ + " . ,$ $ ! )

(, ! & ⇠+ " ! ! " ) ö&= ( ö! 0, ö! T )T # ! " , %! * 1 % x" " ! & # % y! öf (x) =

ö! 0 + xT
i

ö! ' öy = sign( öf (x)) ! $ " " " .

4. Robust SVM

SVM ! " 1 ! ! / §" ! # ! ! ! ! , ! & ! " 1 f (x)" ! . ! ⇠ r i ! ! ' " " .

" # # ( ( 1 %! # " ! ! ‹ f (xi ) = ! 0 + xT
i ! " ‡ ÷f (xi ) = ! 0 + xT

i ! � yi r i ! ! ( , ! 0

' ! –# + ' # r i $ ' # ! ! " " . # %" " " ! ! & 1 5 + ' # # & ( ! ! #

18



SVM ' L2-SVM ! ! & ! # ! " ! ! 7

1. ör i (i = 1 , . . . , n) # $ ( ) ) ! , ! 0 ' ! ! ! ! .

2. , " # - & ö! 0, ö! ' $ ( ) ) ! , r i (i = 1 , . . . , n)! ! ! .

, $ ! ) ⇠+ %! " ! (, & &" " . $ % 2" # ) ! *% ! { x : ö! 0 + xT ö! = 0 } ! $

( & " . i1 ' 1 % xi ' " 0 ! ! $ ) ! *% ( " ∏( ! & $ # ( * +) ! ör i < 0( !

! ! " ( , 1 ‡# $ " # , " + 6 ò ( " ∏" + & # $ ) ! *% $ ) " + ( # ! & ( !

* # ! ) !" " ör i = 0 ( ! ! ! " $ ' " " . ! ! " " " ! ) " # $ & & ! # ! $ & "

" (Shin and Lee, 2023).) $ # ( ! $ % 2" # r i $ ! ! )& & soft ' hard thresholding

2' ! )& # + " .

ör softi =

!
"#

"$

a(ui + ' ), ui  �'

0, ui > �'
, ör hardi =

!
"#

"$

aui , ui  �'

0, ui > �'
.

& ! # ui = öf (xi ) = ö! 0 + xi
ö! # # , a > 1 ' ' > 0& +. ! ⇠! # " ( " ! " 0 )

" !" . # * # ( ! ! * ' & ör i ' $ ( & ! # " # ! 0 ' ! ! ! ! ! ! $ % 1" " "

¥" # " .

4.1. Quadratic programming in dual. Primal 8" ! + ! ' . " . ! " ! ⇠ C > 0

' $ ( ) ) !

(7)
min

�02R, �2Rp

1
2
k! k2 + C

n%

i=1

" i

subject to "i � 0, yi (xT
i ! + ! 0) � ör i � 1� " i 8i = 1 , 2, . . . , n.

# " " " Lagrangian (primal) function & + ! ' . " .

(8)
L p =

1
2
k! k2 + C

n%

i=1

" i �
n%

i=1

#i [yi (xT
i ! + ! 0) � ör i � (1� " i )] �

n%

i=1

µi " i

subject to #i � 0, µi � 0, " i � 0 8i = 1 , 2, . . . , n.

(7)$ )$ ' (8)! " %& " )$ ! ! ' ! " . ! . ! ⇠ ör i ' Ï' $ * # ! (8)" " "

dual problem$ % $ ) ›& SVM$ $ " ! " . & ! # # ! %$ " " . # ! , # + ! !
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8 8! ! , ! ! ! , " ! # , " ! " , "# ! , # " !

( " ! 1 .

( L p

(!
= ! �

n%

i=1

#i yi xi = 0 ) ! =
n%

i=1

#i yi xi ,

( L p

(! 0
= �

n%

i=1

#i yi = 0 )
n%

i=1

#i yi = 0 ,

( L p

(" i
= C � #i � µi = 0 ) #i = C � µi , 8i = 1 , . . . , n.

,$ )$ ! (8)" %( ! $ ! " + ! ' . & Lagrangian (Wolfe) dual) - ) ⇠ +( #

# ! " " & ! ! +$ . " .

(9)

L D =
n%

i=1

#i (1 + ör i ) �
1
2

n%

i=1

n%

i 0=1

#i #i 0yi yi 0xT
i xi 0

subject to 0 #i  C,
n%

i=1

#i yi = 0 .

# ! SVM 8" " # #i " ‡ #i (1 + ör i )! " " $ # # # " . (9)$ # ! ö# = (ö#1, . . . , ö#n )T

# # ! " ! " 1$ ! ! SVM$ ! ' ! # - !" . ! 0 ! ! ) , # KKT + 2 ) ! ! "

+ ! ' . " .

#i [yi (xT
i ! + ! 0) � ör i � (1� " i )] = 0 ,

µi " i = 0 ,

yi (xT
i ! + ! 0) � ör i � (1� " i ) � 0.

# ! # " ! " SVM$ %" ! # ! 0$ ! ! " ) " 3 $ . # - ) ⇠ + " .

ö! 0 =
1

|A 0|

%

i2A0

(yi (1 + ör i ) � xT
i

ö! ) =
1

|A 0|

%

i2A0

&

yi (1 + ör i ) �
%

i 02A
ö#i 0yi 0xT

i xi 0

'

.

4.2. MM algorithm in primal. Primal problem! › (7)& + ! ' ! ' ! " .

(10) min
�02R, �2Rp

%(yi (xT
i ! + ! 0) � ör i ) +

$
2
k! k2.

' ⇠ %(u)! hinge loss# " . (5)! ! $ $ " $ ' ⇠ ÷%(u|uo)! # " ! & (10)$ %# ' ⇠!

R(&)# ! ( ÷%(u|uo)! " $ " %# ' ⇠! Q(&|&o)# ! 1 . ( ,

R(&) =
n%

i=1

%(yi zT
i &� ör�) + &T D�&, Q(&|&o) =

n%

i=1

÷%(yi zT
i &� ör�|uo

i ) + &T D�&.
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SVM ' L2-SVM ! ! & ! # ! " ! ! 9

# ! ' ⇠$ MM property ! # , " " . " # # (, ! ! % ! ) " R(&)! ! $ # ( !

4 %‹⌧ " -# ( ! " %0 ( ! ⇠+ " " .

Q(&|&o)$ " %& $ ! $ SVM" # ' %" ! " . ' )$ + ! ' . # # ! - ) ⇠ + " .

ö&= arg min
✓

Q(&|&o) = ( Z T W Z + D�)�1Z T W t.

& ! # W = diag( wi ), t = ( t1, . . . , tn )T , Z = ( zT
1 , á á á, zT

n )T # #

wi =

!
"#

"$

1
4(1�yizT

i ✓o+r̂ i)
, yi zT

i &o � ör i < 1

1
4(yizT

i ✓o�r̂ i�1)
, yi zT

i &o � ör i > 1
, t i =

!
"#

"$

2yi (1 + ör i ) � zT
i &o. yi zT

i &o � ör i < 1

zT
i &o, yi zT

i &o � ör i > 1
.

) %' ! ! penalized weighted least squares solution-) $ ⇠ + " . ,$ $ ! ) (,

! & ⇠+ " ! ! " ) ö& = ( ö! 0, ö! T )T # ! " , %! * 1 % x" " ! & # % y! öf (x) =

ö! 0 + xT
i

ö! ' öy = sign( öf (x)) ! $ " " " .

5. L2-SVM

5.1. Quadratic programming in dual. L2-SVM$ primal problem& + ! ' . " . !

" ! ⇠ C > 0 ' $ ( ) ) ! ,

(11)
min

�02R, �2Rp

1
2
k! k2 +

C
2

n%

i=1

" 2i

subject to "i � 0, yi (xT
i ! + ! 0) � 1� " i 8i = 1 , 2, . . . , n.

# " " " Lagrangian (primal) function & + ! ' . " .

(12)
L p =

1
2
k! k2 +

C
2

n%

i=1

" 2i �
n%

i=1

#i [yi (xT
i ! + ! 0) � (1� " i )] �

n%

i=1

µi " i

subject to #i � 0, µi � 0, " i � 0 8i = 1 , 2, . . . , n.

(11)$ )$ ' (12)! " %& " )$ ! ! ' ! " . (12)" " " Lagrangian (Wolfe) dual

problem& + ! %# ' ⇠! " " & ! ! +$ . " .

(13)

L D =
n%

i=1

#i �
1
2

n%

i=1

n%

i 0=1

#i #i 0

,
yi yi 0xT

i xi 0 +
) ii 0

C

-

subject to #i � 0,
n%

i=1

#i yi = 0 .
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10 8! ! , ! ! ! , " ! # , " ! " , "# ! , # " !

& ! # ) ii 0 = I (i = i 0)! $ ' ' ⇠# " . # 8" ! " ! ⇠ # = ( #1, . . . , #n )T " " "

# # # ›(quadratic form) # # quadratic programming) ! # " # & ' ' # ! " . (13)$

# ! ö# = (ö#1, . . . , ö#n )T # # ! " ! " 1$ ! ! SVM$ ! ' " # # ! %$ $ " . ! 0 ! ! &

SVM * #' ! ' " # # $ KKT + 2 ) ! # - !" . ! ! # 0  #i  C$ " . # + !

SVM$ ! ( $ , L2-SVM& #i � 0# ( # "i " " " + 2 ) ! % ⇠ / " . ' $ ò, µi = 0

) ! # dual problem) - ! ) ›) # " ! & , C"i = #i + µi ( %›( ! # " " i = #i /C

(i 2 A)! ! ( ! 0! ! " " . ' # # ! + ! ' . " .

yi (xT
i ! + ! 0) � (1� " i ) = 0 ) xT

i ! � ! 0 � yi (1� #i /C ) = 0 , 8i 2 A

)
%

i2A
(xT

i ! + ! 0 � yi (1� #i /C )) = 0 ) ! 0 =
1

|A|

%

i2A
(yi (1� #i /C ) � xT

i ! ).

, ›( ! # " ! 0$ ! ! " & " 3 $ . # - ) ⇠ + " .

ö! 0 =
1

|A|

%

i2A
(yi (1� ö#i /C ) � xT

i
ö! ) =

1
|A|

%

i2A

&

yi �
%

i 02A
ö#i 0yi 0

,
xT

i xi 0 +
) ii 0

C

- '

.

%! * 1 % x" " ! & # % y! $ " ! ! 8" ! SVM$ ! ' ! " .

5.2. MM algorithm in primal. Primal problem! › (11)& + ! ' ! ' ! " .

(14) min
�02R, �2Rp

(1� yi (xT
i ! + ! 0))2+ +

$
2
k! k2 , min

�02R, �2Rp
%(yi (xT

i ! + ! 0)) +
$
2
k! k2.

& ! # ! $ $ ' ⇠ %(u)! squared hinge loss# ( " $ # + ! ' . # ! $ $ " .

%(u) = (1 � u)2+ =

!
"#

"$

0, u � 1

(1� u)2, u < 1.

%(u)! SVM$ hinge loss' ! ( $ 0" # $ ¯! ' # ! " . " # # Newton )& ( ! " #

& ' ' # ! " . (14)$ " # & ! , " %# ' ⇠! " 3 $ . " .

R(&) =
n%

i=1

%(yi zT
i &) + &T D�&.

& ! # D� = Bdiag(0 , �
2 I p)# " . &o! # ( $ %" # $ ! ! $ # ( % ! , Newton-Raphson

)& $ (, # ! ! $ ö&! + ! ' . " .

ö&= &o �
.

( 2R(&)
(&(&T

/
/
/
/
/
✓=✓o

0�1 .
( R(&)

(&

/
/
/
/
/
✓=✓o

0

.
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SVM ' L2-SVM ! ! & ! # ! " ! ! 11

, %# ) , # + ! ! ( " ! 1 . A = { i : uo
i = yi zT

i &o < 1} # # % ! ,

( R(&)
(&

=
n%

i=1

%0(yi zT
i &)yi zi + 2D�&= �2

%

i2A
(1� yi zT

i &)yi zi + 2D�&

= �2
%

i2A
(yi zi � zT

i zi &) + 2 D�&= �2(Z T
AyA � Z T

AZA&� D�&)

= �2(Z T
AyA � (Z T

AZA + D�)&),

( 2R(&)
(&(&T =

n%

i=1

%00(yi zi &)zi zT
i + 2D� = 2

%

i2A
zi zT

i + 2D� = 2( Z T
AZA + D�).

& ! # yA = ( yi )i2A ! ! %§ * , A " # %" ! yi ! ! & 0 " # ( , ZA! A " # %" !

zT
i # ) 2 ," & ) # " . # ! - ,! " + ! ' . # # ! - ) ⇠ + " .

ö&= &o + ( Z T
AZA + D�)�1(Z T

AyA � (Z T
AZA + D�)&o) = ( Z T

AZA + D�)�1Z T
AyA.

# ! ( # # ! penalized least squares solution-) $ ⇠ + " .

6. Robust L2-SVM

L2-SVM ! " 1 ! ! / §" ! # ! ! ! ! , ! & ! " 1 f (x)" ! . ! ⇠ r i ! ! ' "

" . " # # ! ! )& & Robust SVM$ ! ' ! " . ör i ' $ ( & ! # " # ! 0 ' ! ! ! ! ! !

$ % 1" # # ' +( # # " " " ! ! & ) %! " " .

6.1. Quadratic programming in dual. Primal 8" ! + ! ' . " . ! " ! ⇠ C > 0

' $ ( ) ) !

(15)
min

�02R, �2Rp

1
2
k! k2 +

C
2

n%

i=1

" 2i

subject to "i � 0, yi (xT
i ! + ! 0) � ör i � 1� " i 8i = 1 , 2, . . . , n.

# " " " Lagrangian (primal) function & + ! ' . " .

(16)
L p =

1
2
k! k2 +

C
2

n%

i=1

" 2i �
n%

i=1

#i [yi (xT
i ! + ! 0) � ör i � (1� " i )] �

n%

i=1

µi " i

subject to #i � 0, µi � 0, " i � 0 8i = 1 , 2, . . . , n.
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12 8! ! , ! ! ! , " ! # , " ! " , "# ! , # " !

L2-SVM$ %" " $ ! ) ! # ! . ! ⇠ ör i ' Ï' $ * # ! (16)" " " Lagrangian

(Wolfe) dual) - ) ⇠ +( # # ! " " & ! ! +$ . " .

(17)

L D =
n%

i=1

#i (1 + ör i ) �
1
2

n%

i=1

n%

i 0=1

#i #i 0

,
yi yi 0xT

i xi 0 +
) ii 0

C

-

subject to #i � 0,
n%

i=1

#i yi = 0 .

# ! L2-SVM 8" " # #i " ‡ #i (1+ör i )! " " $ # # # " . (17)$ # ! ö# = (ö#1, . . . , ö#n )T

# # ! " ! " 1$ ! ! ! ' ! # - !" . ! 0 ! ! & KKT + 2 ( ! # " %$ % ⇠ +( #

+ ! ' . " .

ö! 0 =
1

|A|

%

i2A
(yi (1+ör i�ö#i /C )�xT

i
ö! ) =

1
|A|

%

i2A

&

yi (1 + ör i ) �
%

i 02A
ö#i 0yi 0

,
xT

i xi 0 +
) ii 0

C

- '

.

6.2. MM algorithm in primal. Primal problem! › (15)! + ! ' ! ' ! " .

(18) min
�02R, �2Rp

%(yi (xT
i ! + ! 0) � ör i ) +

$
2
k! k2.

' ⇠ %(u)! squared hinge loss# " . # ! ( * ¯! ' # # ¿! Newton )& ( ! " # & '

' # ! " . %# ' ⇠! + ! ' . " .

R(&) =
n%

i=1

%(yi zT
i &� ör i ) + &T D�&

& ! # D� = Bdiag(0 , �
2 I p)# " . &o! # ( $ %" # $ ! ! $ # ( % ! , Newton-Raphson

)& $ (, # ! ! $ ö&! + ! ' . " .

ö&= &o �
.

( 2R(&)
(&(&T

/
/
/
/
/
✓=✓o

0�1 .
( R(&)

(&

/
/
/
/
/
✓=✓o

0

.

, %# ) , # + ! ! ( " ! 1 . A = { i : uo
i = yi zT

i &o � ör i < 1} # # % ! ,

( R(&)
(&

=
n%

i=1

%0(yi zT
i &� ör i )yi zi + 2D�&= �2

%

i2A
(1� yi zT

i &+ ör i )yi zi + 2D�&

= �2
%

i2A
(yi (1 + ör i )zi � zT

i zi &) + 2 D�&= �2(Z T
Ay⇤

A � Z T
AZA&� D�&)

= �2(Z T
Ay⇤

A � (Z T
AZA + D�)&),

( 2R(&)
(&(&T =

n%

i=1

%00(yi zi &� ör i )zi zT
i + 2D� = 2

%

i2A
zi zT

i + 2D� = 2( Z T
AZA + D�).
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y⇤
A = ( yi (1 + ör i )) i2A = yA � (1A + örA)! ! $ " " . 1A! $ # ' |A| ! 1! # # & ( &

0 " # " . # ! - ,! " + ! ' . # # ! - ) ⇠ + " .

ö&= &o + ( Z T
AZA + D�)�1(Z T

Ay⇤
A � (Z T

AZA + D�)&o) = ( Z T
AZA + D�)�1Z T

Ay⇤
A.

# ! ( # # ! penalized least squares solution-) $ ⇠ + " .

7. ! $ ‰$

! ! $ ! ! §! " ! 1 %! ! # ! Ï x ⇠ Np(± m1p, I p)! # " ) # ! # n/ 2! 1

$ ! ! & -- y = ± 1$ " ! ! " $ ' ! ) " . & ! # m& # ! ⇠ p! 4 %! & Bayes

error rate# 0.1# " $ ' * ! ! ) " . # % ( ( 1 %" # ! & ) ! ' ! ! , # y = �1

$ " ! ! " ! ! ! § 1 %) ' # ! Np(3m1p, I p)" # $ ! $ x! " " ! & # $ # ! 1

%! !, # ( ! ! ' ! ) " . # $ " # ! & $ ! *) 0%, 5%, 10%, 20%! %&‹%! $

! # / ! ! &¥* 2 " . ! # …' ! , # # ! & # / ! 7 , 1 %! # " ! ) ( # , 7 ,

1 %$ ! ⇠! 10, 000! * ! ! ) " . ( ( 1 %" " # 2! $ $ ( $ " ÔprimalÕ$ ÔdualÕ)

# " ! & ! " 1 ( µ‹ %# ‹/ (computing time) ) ! ' ! ( , ( µ$ ! " 1 ! 7 , 1

%" # " ! & ( ! " * (misclassiÞcation rate)) %# ! ) " . 1 %$ ! $ -$ ! ) - # !

, # ! ' " & # ) 100) (, ! & ' …) 0 ) %# ! & ! $ ! ) " . ( ( 1 %$ ! ⇠!

n = 200, 400, 800, 1600) ( " ! ) ( , %⇠ ! ⇠! p = 2 , 5, 10, 50, 100( ! %&‹& " #

! # ) 7 , ! ) " . ' # Ï* # ! ! $ ‰$ # # ! " " " ( ! ' ' # # ) + ! " ! $ !

) " .

7.1. Robust SVM. Figure 1& p = 2 ! * # " " ! & ( ! " * $ % # ‹/ ) $ ‹"

' , # " . ( ! " $ * # , ! $ ( $ " # " ‹ ! # $ # # ! + 8 % ⇠ /3 " . ! ! # %#

‹/ " " " # primal& dual* " ' # " * + ) %! % ⇠ + " . ! ' " ! " ! # ) ' ! "

# $ * # ! %# # ' # " primal $ ( $ " & dual $ ( $ " " ! # # ⇠" * 4 # ) " $

+ ( ! ⇣$ $ " . %# $ * ! %" $ primal $ ( $ " & ! ⇠! ! ‹ " # " # " & ! & )

( - # ( ! %%% ⇠ + "! ! & %. ! ) " ! ( + "! & " # $ " ' $ ' ! " ( % ⇠

+ " . Table 1& p = 2 ! * # ( ( 1 % ! ⇠' %& ' " " * ! " ! # ' %+ %# ‹/ )

" ! ! $ " + # " .
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Figure 1. p = 2 ! * # SVM ) primal $ dual $ ( $ " ( ! # ," )$ . (0 ) n =

200' ! , …) ( ! " * ' Bayes rate. ( # ) …) %# ‹/ .

# ! & ! * . ( ! " * # ! & ! * . %# ‹/ (sec)

n method 0 .00 0.05 0.10 0.20 0.00 0.05 0.10 0.20

200 primal 0.1017 0.0998 0.1044 0.1270 0.05 0.30 0.31 0.27

dual 0.1010 0.0998 0.1043 0.1265 0.16 0.39 0.21 0.13

400 primal 0.1025 0.1011 0.1040 0.1166 0.16 0.16 0.13 0.13

dual 0.1023 0.1008 0.1042 0.1164 1.75 2.27 1.21 0.58

800 primal 0.1001 0.1011 0.1031 0.1093 0.57 0.67 0.43 0.38

dual 0.1003 0.1012 0.1030 0.1093 14.55 26.11 11.71 5.84

1600 primal 0.1007 0.0996 0.1007 0.1047 2.78 3.11 2.09 47.64

dual 0.1006 0.0996 0.1006 0.1047 127.17 244.64 173.02 286.28

Table 1. p = 2 ! * # SVM ) primal $ dual $ ( $ " ( ! # , ‹ …) ( ! " * '

…) %# ‹/

7.2. Robust L2-SVM. Figure 2! # ( $ ! ' ! # p = 2 ! * # " " ! & ( ! " * $

%# ‹/ ) $ ‹" ' , # " . Figure 1$ ' # %" ! # , ! " ! # & ! )& " # # ' 6 $

* # ! ) ! ( " , primal $ ( $ " & dual $ ( $ " " ! # ! " # ( ! " & ( $ * # !

%# ) ⇠&! " # ! ' " ! # ) * & . ) $ ⇠ + " . ( ( 1 %$ $ ! ' # / " " *

! " ! # $ % # %+ ‹/ ) Table 2" ! $ ! ) " .

L2-SVM" # ! SVM$ )$ " ! ' ! & , ( ( 1 % ! ⇠! n = 1000( ! ( ! " * ,

%⇠$ ! ⇠, ( # ! ⇠! p! %&‹& ! * # " " " ! # …' ! ‹$ ! ) " . # % )$ !

Figure 3$ Table 3" ! $ ! ) " . ! $ # ( ! n# ' * # primal $ ( $ " $ ! ⇠! ⇠! n

$ ! , ! & # ! ¿! scaling$ 8" ' + $ ! & %# %+ ‹/ # ' # & $ " . ( " , primal
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Figure 2. p = 2! * # L2-SVM) primal$ dual $ ( $ " ( ! # ," )$ . (0 ) n = 200

' ! , …) ( ! " * ' Bayes rate. (# ) …) %# ‹/ .

# ! & ! * . ( ! " * # ! & ! * . %# ‹/ (sec)

n method 0 .00 0.05 0.10 0.20 0.00 0.05 0.10 0.20

200 primal 0.1146 0.1048 0.1379 0.2441 0.00 0.00 0.00 0.00

dual 0.1021 0.1047 0.1379 0.2441 0.07 0.15 0.00 0.00

400 primal 0.1008 0.1046 0.1331 0.2289 0.00 0.00 0.00 0.00

dual 0.1008 0.1046 0.1331 0.2289 0.51 0.68 0.04 0.03

800 primal 0.1005 0.1024 0.1309 0.2223 0.00 0.00 0.00 0.00

dual 0.1005 0.1024 0.1309 0.2223 4.74 5.33 0.24 0.23

1600 primal 0.0999 0.1027 0.1297 0.2099 0.00 0.01 0.00 0.00

dual 0.0999 0.1027 0.1297 0.2099 39.14 35.63 1.73 1.55

Table 2. p = 2 ! * # L2-SVM ) primal $ dual $ ( $ " ( ! # , ‹ …) ( ! " *

' …) %# ‹/

$ ( $ " $ ! ⇠! ⇠! %⇠! ⇠ p" ! , ! ! ! 8" , %# %+ ‹/ " n# ¯$ ! & ) &

$ ! ) " . " # # scaling8" ' + $ ! ! )+ " * %# # ' # ! "! & # )$ " 2

ò( ò( + " . ) %' ! ! ! " ! # ! $ # # " " # ! ! )& ! ! ! ' ' ) %! % ⇠

+ " .

8. ) $ ' …'

$ ! ! " # ! SVM ' L2-SVM, ' $ ( # " " " ! / §" / ( " " " primal '

dual $ ( $ " ) ! + ! ) ( # , ! ! ' ! " ! # $ % # ‹/ " " " # $ ! " ! ! ! " !

$ ‰$ ) ! # ‰, ! ) " . ! ' " %# ' ⇠$ " # & 8" ! ! # " ) ›( ! %$ " "!
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Figure 3. n = 1000! * # L2-SVM) primal$ dual $ ( $ " ( ! # ," )$ . (0 ) p = 50

' ! , …) ( ! " * ' Bayes rate. (# ) …) %# ‹/ .

# ! & ! * . ( ! " * # ! & ! * . %# ‹/ (sec)

p method 0 .00 0.05 0.10 0.20 0.00 0.05 0.10 0.20

2 primal 0.1001 0.1030 0.1294 0.2147 0.00 0.00 0.00 0.00

dual 0.1001 0.1030 0.1294 0.2147 7.69 8.68 0.46 0.44

5 primal 0.1011 0.1042 0.1351 0.2458 0.00 0.00 0.00 0.00

dual 0.1011 0.1042 0.1351 0.2458 8.13 8.69 0.49 0.46

10 primal 0.1018 0.1072 0.1428 0.2804 0.00 0.01 0.00 0.00

dual 0.1018 0.1072 0.1428 0.2804 8.59 8.28 0.43 0.39

50 primal 0.1704 0.1248 0.1965 0.3893 0.06 0.06 0.01 0.01

dual 0.1123 0.1248 0.1965 0.3893 12.61 8.91 0.50 0.40

100 primal 0.7401 0.1543 0.2479 0.4313 0.80 0.19 0.04 0.04

dual 0.1286 0.1543 0.2479 0.4314 25.33 9.78 0.64 0.45

Table 3. n = 1000 ! * # L2-SVM ) primal $ dual $ ( $ " ( ! # , ‹ …) ( !

" * ' …) %# ‹/

" " # ! $ ( $ " $ ! " ! # & $ $ ! ! # ' ) %! ! ) " . ! ! # %# $ $ " " " #

primal $ ( $ " # dual $ ( $ " " ! # # ⇠" ! # ) * & . ) $ ⇠ + 3 " . SVM '

L2-SVM& ! %! ! # # ! , & ) ' ! ( + ! dual $ ( $ " ) # " # " # & ! ! + #

* ∏# # " . # ( & " # primal $ ( $ " # dual $ ( $ " $ ! " ! # # $ $ # ( ! ! #

! " # $ $ * # ! %# # ' # ! "! $ ! ! ! %& ‹" & ) %" . ! # , primal 8" !

" # " # " & ! & ) ( - # ( ! " " % ⇠ + "! & " # ! & %. ! ) ! ' ( + " .

! " dual $ ( $ " $ scaling$ ú& ) %( + "! & ) 4 %% ! , ' ! % & $ 8" " #

' " " ! $ " primal $ ( $ " $ ! + ' ' " $ - + ! $ /0 # ' $ ! ! " ( ⇣$ $ " .
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ON SOME KRONECKER CONGRUENCES

DONG HWA SHIN

Abstract. Let N be a positive integer and p be a prime relatively
prime to N . Let f be a meromorphic modular function for �0(N) with
rational Fourier coe�cients which is integral over Z[j], where j is the
elliptic modular function. Let K be an imaginary quadratic field, O be
the order of conductor N in K and HO be the ring class field of O. In
this paper, we show that if p splits completely in K and P is a prime
of HO lying above p, then f satisfies a certain Kronecker congruence
modulo P.

1. Introduction

Let j be the elliptic modular function defined on the complex upper-half
plane H = {⌧ 2 C | Im(⌧) > 0}. Kronecker and Weber proved that for each
prime p there is a unique polynomial �p(X, Y ) 2 Z[X, Y ] of degree p + 1
such that �p is monic in X and �p(j(⌧), j(p⌧)) = 0. This polynomial �p

satisfies a weak form of the Kronecker congruence modulo p

�p(X, Y ) ⌘ (Xp
� Y )(X � Y

p) (mod pZ[X, Y ])

(cf. [5, Theorem 11.18] or [10, Appendix of Chapter 10]). Recently, Cho,
Koo and Park showed in [4] that if C(⌧) is Ramanujan’s cubic continued
fraction and f(⌧) = 1/C(3⌧), then f also satisfies Kronecker’s congruence
modulo p for every odd prime p. See also [2] for a general hauptmodul
including j and f .
Let K be an imaginary quadratic field of discriminant dK with ring of

integers OK . Furthermore, let a be a nontrivial ideal of OK . By using the
theory of complex multiplication, Hasse proved in [6] that j(a) generates
the maximal unramified abelian extension of K. Here, j(a) means the j-
invariant of the elliptic curve C/a. For all but a finite number of primes p of
K such that pOK = pp, p 6= p and N(p) = p, he also derived the Kronecker

2010 Mathematics Subject Classification. Primary 11R37; Secondary 11E16, 11F03.
Key words and phrases. Class field theory, form class groups, Kronecker’s congruence.
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2 DONG HWA SHIN

congruence

j(p! 1a) ⌘ j(a)p (mod P)

for any primes P of K(j(a)) (cf. [10, Theorem 1 in Chapter 10]).
Let N be a positive integer. For the order O of conductor N in K, let

HO be its ring class field. Let f be a meromorphic modular function for
�0(N) with rational Fourier coe�cients which is integral over Z[j]. In this
paper, we shall show that if p is a prime which splits completely in K and
! is a certain element of OK depending on p, then f satisfies the Kronecker
congruence

f

✓
!

p

◆
⌘ f(!)p (mod P)

for every prime P of HO lying above p (Theorem 5.2).

2. Definition of Artin symbols

Let L/K be a finite Galois extension of number fields. Let P be a prime
of L (which means a nontrivial prime ideal of OL) and p = P \OK . Then
the Galois group

eG = Gal((OL/P)/(OK/p))

of the residue fields is a cyclic group with canonical generator

⌫ +P 7! ⌫
N( p) +P (⌫ 2 OL)

where N(p) = |OK/p|, which is called the Frobenius automorphism. Define
the decomposition group DP of P by

DP = {� 2 Gal(L/K) | �(P) = P}.

Proposition 2.1. Assume that p is unramified in L.

(i) The natural homomorphism DP ! eG is an isomorphism.

(ii) There is a unique element � 2 Gal(L/K) satisfying that

�(⌫) ⌘ ⌫
N( p) (mod P) (⌫ 2 OL).

Proof. (i) See [5, Proposition 5.10].
(ii) See [5, Lemma 5.19].

⇤
Remark 2.2. Obviously, the element � of Gal(L/K) stated in Proposi-

tion 2.1 (ii) belongs to DP.
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ON SOME KRONECKER CONGRUENCES 3

Under the assumption that p is unramified in L, we call the element
� 2 Gal(L/K) given in Proposition 2.1 (ii) the Artin symbol of P and

denote it by

✓
L/K

P

◆
. Note that

✓
L/K

�(P)

◆
= ⇢

✓
L/K

P

◆
⇢

! 1 (⇢ 2 Gal(L/K))

([5, Corollary 5.21 (i)]). Thus, if L/K is an abelian extension, then (L/KP )
depends only on the underlying prime p. In this case, we can write

✓
L/K

p

◆
for

✓
L/K

P

◆
.

3. Generation of ring class fields

We shall briefly review the results of the classical theory of complex mul-
tiplication.

From now on, we let K be an imaginary quadratic field of discriminant
dK and N be a positive integer. Let IK(NOK) be the group of fractional
ideals of K relatively prime to NOK . For a finite abelian extension L of K
in which all ramified primes of K divide NOK , the Artin map

✓
L/K

·

◆
: IK(NOK) ! Gal(L/K)

is defined by

a =
nY

i=1

pei
i
7!

✓
L/K

a

◆
=

nY

i=1

✓
L/K

pi

◆ei

where pi are primes of K relatively prime to NOK and ei are integers
(i = 1, 2, . . . , n). Let PK,Z(NOK) be the subgroup of IK(NOK) defined by

PK,Z(NOK) =

*
⌫OK

����
• ⌫ 2 OK \ {0},
• ⌫ ⌘ m (mod NOK) for some integer m

relatively prime to N

+
.

By the existence theorem of class field theory proved by T. Takagi, there
exists a unique abelian extension H of K such that all primes of K ramified
in H divide NOK and the Artin map (H/K

á ) induces the isomorphism

IK(NOK)/PK,Z(NOK)
"
! Gal(H/K)
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4 DONG HWA SHIN

(cf. [8, Theorem 9.1 in Chapter V]). Let O be the order of conductor N in
K. It is well known that if I(O) is the group of proper fractional O-ideals
and P (O) is its subgroup of principal fractional O-ideals, then

I(O)/P (O) ' IK(NOK)/PK,Z(NOK)

(cf. [5, Proposition 7.22]). In this sense, we call the extension field H of
K the ring class group of order O and denote it by HO . In particular, if
N = 1, then HOK is the maximal unramified abelian extension of K, which
is called the Hilbert class field of K (cf. [5, Theorem 8.10]).

Set

⌧K =

8
>><

>>:

�1 +
p
dK

2
if dK ⌘ 1 (mod 4),

p
dK

2
if dK ⌘ 0 (mod 4),

and then

OK = [⌧K , 1] = Z⌧K + Z and O = [N⌧K , 1] = Z(N⌧K) + Z

(cf. [5, Lemma 7.2]). The theory of complex multiplication yields the
following proposition.

Proposition 3.1. (i) j(O) = j(N⌧K) is an algebraic integer.

(ii) j(O) generates HO over K.

Proof. (i) See [10, Theorem 4 in Chapter 5].
(ii) See [10, Theorem 5 in Chapter 10].

⇤

Let F0, N be the field of meromorphic modular functions for the Hecke
congruence subgroup

�0(N) =

⇢
� 2 SL2(Z)

���� � ⌘


⇤ ⇤

0 ⇤

�
(mod NM2(Z))

�

with rational Fourier coe�cients. By the theory of Shimura’s canonical
models ([11, Propositions 6.27 and 6.33]), we get the following result.

Proposition 3.2. HO = K(h(⌧K) | h 2 F0, N is finite at ⌧K).

Proof. See [3, Corollary 5.2]. ⇤
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4. The form class group induced from �0(N)

Let QN(dK) be the set of binary quadratic forms given by

QN(dK) =

8
>><

>>:
Q(x, y) = ax

2 + bxy + cy
2
2 Z[x, y]

�����

• gcd(a, b, c) = 1,
• b

2
� 4ac = dK ,

• a > 0,
• gcd(a, N) = 1

9
>>=

>>;
.

The group �0(N) acts on the set QN(dK) from the right as

Q

✓
x

y

�◆�

= Q

✓
�


x

y

�◆
(� 2 �0(N)),

which gives rise to the equivalence relation ⇠0, N as follows : for Q, Q
#
2

QN(dK)

Q ⇠0, N Q
#

() Q
#= Q

� for some � 2 �0(N).

For each Q = ax
2 + bxy + cy

2
2 QN(dK), we let !Q be the zero of the

quadratic polynomial Q(x, 1) lying in H, that is,

!Q =
�b+

p
dK

2a
.

We see that the principal form Q0 = x
2 + bKxy+ cKy

2 (2 QN(dK)) defined
by

Q0 =

8
><

>:

x
2 + xy +

1� dK

4
y

2 if dK ⌘ 1 (mod 4),

x
2
�

dK

4
y

2 if dK ⌘ 0 (mod 4)

satisfies !Q0 = ⌧K .

Proposition 4.1. The mapping

QN(dK)/ ⇠0, N ! IK(NOK)/PK,Z(NOK)

[Q] 7! [[!Q, 1]] = [Z!Q + Z]

is a well-defined bijection.

Proof. See [9, Theorem 2.5 and Proposition 5.3]. ⇤
Remark 4.2. We notice that Proposition 4.1 is a slight modification of

Gauss’ original work in [7] on form class groups.

Let O be the order of conductor N in K. By Proposition 4.1, we can
regard QN(dK)/ ⇠0, N as a group isomorphic to Gal(HO/K). We call the
group QN(dK)/ ⇠0, N the form class group induced from �0(N).
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6 DONG HWA SHIN

Proposition 4.3. Let Q = ax
2 + bxy + cy

2
2 QN(dK) and h 2 F0, N . If

h is finite at ⌧K, then ✓
HO/K

[!Q, 1]

◆
(h(⌧K)) = h(�!Q).

Proof. See [9, Theorem 5.4] or [12, Theorem 3.8]. ⇤

5. Kronecker’s congruences

Now, we are ready to prove our main theorem.

Lemma 5.1. Let p be a prime which splits completely in K. Then there

is an integer u such that u
2
⌘ dK (mod 4p). Furthermore, p = [ ! u+

$
dK

2 , p]
is a prime of K satisfying that pOK = pp and p 6= p.

Proof. See [1, Theorems 3 and 4 in §9.5]. ⇤
Theorem 5.2. Let p be a prime relatively prime to N which splits com-

pletely in K. By Lemma 5.1, one can take an integer u such that u
2
⌘

dK (mod 4p). Let

! =
�u+

p
dK

2
and p = [!, p],

and so pOK = pp and p 6= p. If f 2 F0, N is integral over Z[j], then f(!/p)
and f(!) are algebraic integers in HO . Furthermore, we have

f

✓
!

p

◆
⌘ f(!)p (mod P)

for every prime P of HO lying above p, where O is the order of conductor

N in K.

Proof. Since j(⌧K) is an algebraic integer by Proposition 3.1 (i) and f is
integral over Z[j], f(⌧K) is also an algebraic integer. Moreover,

f(⌧K) 2 HO (1)

by Proposition 3.2. We see that

f(⌧K) = f

✓
�u+

p
dK

2
+

u� bK

2

◆
= f

✓
1 u! bK

2
0 1

�
(!)

◆
= f(!) (2)

because f is modular for �0(N). Take

Q = px
2
� uxy +

u
2
� dK

4p
y

2 (2 QN(dK)).
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ON SOME KRONECKER CONGRUENCES 7

We find that in the quotient group IK(NOK)/PK,Z(NOK)

[[!Q, 1]] =


u+

p
dK

2p
, 1

��
= [pOK ]


u+

p
dK

2
, p

��
= [p]. (3)

We derive that✓
HO/K

p

◆
(f(!)) =

✓
HO/K

p

◆
(f(⌧K)) by (1) and (2)

=

✓
HO/K

[!Q, 1]

◆
(f(⌧K)) by (3)

= f(�!Q) by Proposition 4.3

= f

✓
!

p

◆
.

(4)

On the other hand, since
✓
HO/K

p

◆
(f(!)) ⌘ f(!)N( p)

⌘ f(!)p (mod P)

by the definition of the Artin symbol
⇣

HO /K

p

⌘
, we achieve by (4) that

f

✓
!

p

◆
⌘ f(!)p (mod P).

⇤
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